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ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA

Il piano cartesiano

Coordinate di un punto sulla retta e nel piano

Coordinate cartesiane nel piano

La geometria analitica si basa sul concetto di @ssidinati introdotto d&artesio e daP. Fermat

nel 1637.

E' possibile stabilire una corrispondenza biunivveai punti di un piano e le coppie ordinate di

numeri reali.

a) dato il punto determinare la coppia di valori,
b) data la coppia di valori determinare il punto.
Tracciamo sul piano due rette orientate perpenalicéda loro @ssi coordinat), in generale una

orizzontale e l'altra verticale, chiamandole, eis

¥ &

OPxz=1=n
OPy=y

P = (%Y1

oppure

pamenteasse X o delle ascisse ed asse Y o
delle ordinate. Il punto O di intersezione delle
due rette si dice origine degli assi.

Definiamo piano cartesiano ortogonale xOy
un piano sul quale siano stati fissati due assi
coordinati ed una unita di misura.

a) Considerato un punto qualunque P del
piano, siano Pe R, le proiezioni ortogonali di

P sull'asse x e sull'asse y. Fissata una unita di
misura u, sianax; e yi, rispettivamente, le
misure dei segmenti orientati Qed OR. |
numeri cosi trovati si chiamancoordinate
cartesiane del punto P Precisamente:x;
ascissadel punto P,y; ordinata di P. In
guesto modo abbiamo associato al punto
generico P del piano la coppia ordinata di
numeri reali X1,y1), Scriveremo:

Pexy1).

Tale scrittura si leggepuinto P di coordinate %, y:", intendendo con la parola la coppia ordinata

yi

P quadrante I* quadrante

7

fagm) | [+, +)

e guadrante IV quadrante

(-:-) (+,-)
L

reali, cioé: ad ogni punto del piano corrisponda

di numeri reali (x,y1).

b) Viceversa, considerati due numeri reali
X1 ed }i, é possibile determinare uno ed
un sol punto P appartenente al piano,
avente ascissa xd ordinata y

Infatti, determinati sugli assi x ed y i
punti B e R tali che i segmenti orientati
OPx ed OR abbiano misuraxed y , se
completiamo il rettangolo di lati QRed
OR, si determina sul piano uno ed un
solo punto P, quarto vertice del
rettangolo  ORPR,  (vedi  figura)
corrispondente alle coordinate; (k).

In definitiva resta cosi stabilita
corrispondenza biunivoca dei punti del
piano con le coppie ordinate dei numeri
aoppia di numeri (detti le coordinate del punto)

la

e ad ogni coppia ordinata di numeri reali corrisg@mn punto del piano avente quei due numeri

come coordinate.

Lo studio della geometria analitica
A cura di Gentile Valter Ed..2006
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Il piano cartesiano

Coordinate di un punto sulla retta e nel piano

Caratterizzazione del piano cartesiano

Gli assi x ed y dividono il piano in quattro angatti che si diconguadranti disposti in senso
antiorario, come indicato in figura nella pagin@qedente, detti rispettivamente primo, secondo,

terzo e quarto quadrante. | quadranti cosi defiaitatterizzano:

. . ) Segni
Quadrante | Ascisse: x| Ordinate: y coordinate
1° + + Concordi
° — + Discordi
e — — Concordi
Ve + — Discordi

a) i punti del primo quadrante hanno ascissa ecatdiambedue maggiori di zero;

b) i punti del secondo quadrante hanno ascissa maiaero ed ordinata maggiore di zero;
c) i punti del terzo quadrante hanno ascissa ed at@gmmbedue minori di zero;

d) i punti del quarto quadrante hanno ascissa maggiaero ed ordinata minore di zero;

e)i punti dell'asse delle ascisse hanno ordinatanull

f) i punti dell'asse delle ordinate hanno ascissanul

g) l'origine degli assi cartesiani € l'unico punto pi@ino avente ascissa ed ordinata nulle.

Punti simmetrici

_ v i Due punti simmetrici rispetto all'asse x
'punto simmetrico di P hanno la stessa ascissa e le ordinate
rispetto all'asse y 4 opposte:
0 P(x.y)e P'(x, -y).
P ('xs}f:lr ______ 3_ _______ _1P|:xs}f:'
| | Due punti simmetrici rispetto all'asse y
| 5 | . .
I i hanno la stessa ordinata e le ascisse
: E : opposte:
I : P(x,y) e P"(=x.y) .
5] 4] 13 [2] o] 1] [2 (3 [4 % o . .
: R I Due punti simmetrici rispetto all'origine
i ' : a) hanno entrambe le coordinate opposte:
1| |2 I P(x,y) e P"(=x, =y) I°- llI° quad.
i T T e ) b) hanno le ascisse ed ordinate opposte e
. -3 _ viceversa
|punto simmetrico di P|  |punto simmetrico di P P'(x,—y) e P'(=x,y) II°-I1V° quad.
[rispetto all'origine |-4|rispetto all'asse x |U
Due punti simmetrici rispetto alla

bisettrice del | e lll quadrante (y = x ) hanno come coordinate:
P(xy) e Q(y.x)

Due punti simmetrici rispetto alla bisettrice del 1l e IV quadrante (y = —x) hanno come
coordinate:

P(xy) e Q'(=y, —X).

Da quanto detto possiamo, dato il punto P(a,lpniare i suoi simmetrici:

Lo studio della geometria analitica 7
A cura di Gentile Valter Ed..2006
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Coordinate di un punto sulla retta e nel piano

Il piano cartesiano

P(b,%a)

— . —— . —— | —

n- v

rispetto all’asse x ha coordinate, — b)
rispetto all’asse y ha coordinae a, b)

rispetto all’origine ha coordinaté- a, — b )( I° - 11I° quad. e viceversa)

rispetto alla bisettrice 1° - 111° quad. ha coordia( b,a)
rispetto alla bisettrice 1I° - IV° quad. ha coordia(— b,— a)

Inoltre se il punto dato fosse stat@a, — b)il suo simmetrico rispetto all’'origine sarebbe stat

(—a, b)(ll°-1ve quad.).

Distanza tra due punti

' |

P'{z2,v2)

ol 4] 2] 13 |4 %
i A1 A2
= u

Lo studio della geometria analitica
A cura di Gentile Valter Ed..2006

Siano P(x,y1) e P'(%,Y2) due punti del piano riferito
ad un sistema di assi cartesiani ortogonali xOy; si
vuole trovare la loro distanza d = PP'. Dal teoreina
Pitagora applicato al triangolo risulta

d= \/(Xz - X1)2 + (yz - yl)2

Percio: la distanza fra due punti di coordinate
assegnate e data dalla radice quadrata della saleima
guadrati delle differenze tra le rispettive cooada

Casi particolari:

a) uno dei due punti, ad esempio B, coincide con
l'origine del piano cartesiano.
Tenuto conto che O(0,0), avremo:

d=0A=x"+y,’
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Coordinate di un punto sulla retta e nel piano

Il piano cartesiano

b) i due punti A e B hanno ugual ordinata. Allordai: d=|¥— Xa |

c) i due punti A e B hanno ugual ascissa. Allorassi: d =|y—Ya |

Coordinate del punto medio di un segmento

Assegnati due punti di coordinate Byx),
' | . . | Q(X2,y2) determinare le coordinat€Xm,ym) di M,
Q(=2,y2) punto medio del segmento PQ.

Asse x Asse 'y
PM, =M, Q PMy=M,Qy
Xm—=X=X"Xmn | Ym— Y1 =Y2—Y¥m
da 2Xm = X1 + X2 2Ym=y1t+ Yo cui

le formule che permettono di calcolare tali
- coordinate sono:
¥

sz(xlzxz) g = et y)
2

Conclusionele coordinate del punto medio di un segmento sonayuali alla semisomma delle
coordinate omonime degli estremi

Esempio:
Trovare le coordinate del punto medio del segmeh&ha per estremi i punti P(3, -5) e Q(7, —3).
Si ha: =(B8+7)2=5, Ww=(-5-3)2=-4

La traslazione degli assi

Dato il sistema di assi cartesiani XQOY, si

¥vi o _ . consideri il sistema di assi cartesiani XO'Y
con gli assi X e Y rispettivamente equiversi e
i paralleli agli assi x,y ed avente l'origine nel
= LB Lo < Pley punto O'(a,b).
: Se P & un punto generico con coordinate
3 | i (x,y), nel sistema xOy, e (X,Y), nel sistema
'N [ = XQ, valgono le seguenti trasformazioni :
2 0'{a,b) | X
b ""“;"’“ : ' X=0OR=0OM+MP =a+X
I1 : y:OFE:ON‘l'NB:a'*'Y
¥ I P1 | in definitiva :
21 [=lel [T 2] & (4] %
A traslazione X =X+a
u y =Y+b
Lo studio della geometria analitica 9
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Coordinate di un punto sulla retta e nel piano

Il piano cartesiano

traslazione X
inversa

Formule che permettono di effettuare il passaggiarmsistema dato al nuovo sistema e viceversa.

La rotazione degli assi

¥ i Talvolta si presenta la necessita di
Y ' ' trasformare le coordinate di un punto,
guando i nuovi assi hanno la stessa origine
di quelli primitivi, ma sono ruotati rispetto
ad essi di un angolo di ampieaza

Gli assi primitivi siano X, y; i nuoviX e,
e guesti siano ruotati di un angolo amgjo

D rispetto ai primitivi
Da P si conducano i segmenti
== perpendicolari PA, PB, PC, PD

1 rispettivamente agli assi x, ¥, eY.

DaC si conducaCM perpendicolare

e all'asse delle x e CN perpendicolare al
segmento PA.

Si nota intanto che & xOX = NPC, essendo angoti aou i lati perpendicolari, e che OA = x,
OB=y,0OC=XeOD=Y.
Poiche é

x =0A =0OM-NC

Per le proprieta dei triangoli rettangoli in trigonetria i singoli addendi avranno espressione:

OM=0Ccoa=Xcost € NC=PCsm=0Dsimt=Y sim,

da cui:

X =0A =0M-NC = X cost —Y sina
Analogamente :

y=AP =MC + NP

dove MC =0C sirr Xsilm e NP =PC coss OD cos =Y cos
risultando

y=AP =MC + NP = X sin +Y coxu
In definitiva :

{ x = X cost —Y sino

y = X sim +Y cosu

Queste formule servono per passare dal vecchio@almsistema ; mentre risolvendo lo stesso
sistema rispetto ad X ed Y, si trova

Lo studio della geometria analitica 10
A cura di Gentile Valter Ed..2006
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Coordinate di un punto sulla retta e nel piano

Il piano cartesiano

X=X cos +Yysim
Y = —x sinn +y cos

Dove quest'ultime servono per il passaggio inverso.
Per memorizzarle € opportuno tenere a mente lalsnabella:

+ X Y
X cost — Sin
y sina cosy

Da essa € facile ottenere un’incognita qualsiasgesempio X, addizionando il prodotto delle altre
incognite per le funzioni goniometriche contenuddlariga dell'incognita cercata.

) ) ) . 2
Sea = 45° in senso antiorario allora siF cos. = 7 ottenendo :

V2 V2 woy Y2, A2
2 2 > "V
J2 J2 2 2

y=X— 5 VETxT Y

Le stesse conclusioni si potevano raggiungere acmheonsiderazioni geometriche, notando dalla
figura a lato che :

¥
b 11 op - OS_ OHi —SH,
| X = = =
V2 V2

essendo OHS meta quadrato ancheSPH
sara con SkEH;P, quindi si potra scrivere

OH,-SH, OH,-H,P
X=——== £(x Y)
V2 7

Analogamente :

—HP—HS+SP—O—S+ 2H.P
y \/E 1

da cui

\/_

5 (OH; — SH) + V2HP == (X +Y)

3

oS
== +2H,P =2
y /—2 1

Lo studio della geometria analitica 11
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Coordinate di un punto sulla retta e nel piano

Il piano cartesiano

i L Sea = 90° in senso antiorario allora I'asse X si
vl Plx.y) sovrappone in direzione e verso dellasse y e
""""""" - 'asse Y si sovrappone all’asse x, ma con verso
3 opposto, conseguentemente (oltre che con facili
' considerazioni trigonometriche) abbiamo :

]

' ' Xx==Y X=y
y=X Y = =X
H = A1

Y T ol 1 (2] (8 14 |=]
-1
£- A
¥i
AH1=B <P)
3 |
z i - Sea = 180° rotazione in senso antiorario allora
: I'asse X si sovrappone all'asse x, ma con verso
B —— S opposto, cosi pure I'asse Y con verso opposto.
. | Da cui le formule del puntp P nei due sistemi:
__x o, ;A1= H s
FEEDREEERESERE: X =—X X = —x
|- -1 | |- || y=— Y Y =— y
u
'f .
¥
¥4
AlB=H1 | .| . P %Y

Sea = 270° in definitiva ricaviamo :

i | X=Y X:_y
y=-X Y =X
: =
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Il piano cartesiano

Area di un triangolo primo approccio

L’area di un triangolo determinabile mediante sst&riformulea seconda delle grandezze a noi

: - : . bxh : Co .
note o ricavabili, cosi dalla classidq = alla formula di Erone noti i lati ed il semiperitre

A =\p(p-a)(p-Db)(p-c), main questo ambito sfrutteremo soltanto le coatte dei punti
dati.

v Consideriamo il caso di figura a lato con |l
Bix2,y2) triangolo ABC con il lato AC parallelo all'asse
X.

Siano A(%,Y1) ; B(X2,Y2) ; C(Xs,Y3) i tre vertici
dove ¥ = y; ne consegue:

Ce3yd) | H ARty ) _bxh [CAXBH |04 = X)(y, = o)

: e 2 | 2 || 2 |

L _ _ (B Caso risolto sfruttando la formula generale
u applicando le coordinate dei punti dati in

valore assoluto.

Nel caso generale, poi, si puo procedere in
vari modi , o decomponendo il triangolo dato
in due triangoli con la base parallela all'asse
X, oppure considerando i trapezi

1) AA'C'C
2) CC’'BB’
3) AABB’

Ne consegue che l'area del triangolo ABC e
ottenibile mediante:

Saec = [Swec + Scee — Swes |
Calcoliamo singolarmente le varie aree considerdmdoordinate dalla figura:

Swce =5 (A + CC) (CA) = 5 (11 + y)Xs — X)
1 1
Scese = 5 (CC'+BB’) (B'C') = > (Y3 + Yo) (X2 — %)

1 1
Swes = (AA+BB)(B'A) = 5 (1 + ¥2)(x2— %)

Lo studio della geometria analitica 13
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1
Saec = 5 [(Y1 + Y5)(Xa— X1) + (Y3 + Y2) (X2 — Xg) + (Y1 + Y2) (X2 — X0)
Con facili calcoli algebrici ed ordinando rispe#ite ascisse si ottiene:

1
Saec = 5 Xa(y2 = ¥8) + Xalys = ya) + Xa(y1 = )|
Mentre ordinando rispetto alle ordinate avremmeruaito:

1
Sasc = 5 [Y1(X3 — %) + Yo(X1 — X3) + Y3(X2 — Xa)|

Quindi: I'area del triangolo e data dalla meta @albmma dei prodotti delle ascisse dei tre vertici

ordinatamente per le differenze delle ordinate;uppmalla semisomma dei prodotti delle ordinate

dei tre vertici ordinatamente per le differenzdelakcisse degli altri due vertici.

La superficie del triangolo puo risultare positisanegativa, ma la si riterra sempre in valore

assoluto. Quando risultasse S = 0, la formula denata esprime, per mezzo del secondo membro,
la condizione affinché tre punti siano allineappare due punti coincidano, o infine quando tutti e

tre siano coincidenti.

Area di un triangolo secondo approccio

Per affrontare quest’altra modalita di risoluziodebbiamo ricordarci come abbiamo risolto i
sistemi di primo grado con il metodo di Kramer, dalefinivamo matrice quadrata del 2° ordine il

, [a b] _
smboltic deatl guattro numeri a, b, c, d.

Inoltre definivamo determinante della matrice dataj indica con il simbo

a bl

0 Il numero
c d

ad — cb, di conseguenza:

a b

d

Premesse queste definizioni, e possibile dimostaed’area del triangolo di vertiéi(xs,y1) ;
B(X2,¥2) ; C(X3,y3) € data dalla relazione:

‘=ad—cb

1

S 2

X3=X Y=Y,
X=X Y. Y,

Dove davanti al determinante considereremo il semrsitivo 0 negativo, a seconda che il suo
valore sia positivo 0 negativo.

Area di un triangolo terzo approccio (formula di Sarus)

Per introdurre quest’ulteriore modalita faccianferimento al concetto di matrice quadrata del

Lo studio della geometria analitica 14
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Iral a2 a3—|
terzo ordine un quadro del tirbl b, b3J dati i numeri @ &, &, b, by, bs, ¢, &, G.
Cl C2 C3

Ebbene in generale e detto determinante lo svilappoa matrice quadrata di ordine n, cosi
ottenuto: si sopprime la riga di posto i e la oola di posto k che si incrociano nell’elemengto a
ottenendo cosi una matrice di ordine n — 1 detteoreicomplementare dell’elemento considerato.
Il valore di tale minore va preso con il segno pesio negativo, secondo che i + k & dispari o pari
detto complemento algebrico.

| calcoli sono laboriosi, di conseguenza € megtiordare una regola pratica di procedura
codificata: il valore del determinante si ottieneltiplicando gli elementi di qualsiasi linea, ad
esempio una riga, per i propri complementi algelericommandone i risultati.

= ay(boCs — IisCy) — @(b1Cs — sCy) + &(1C2 — vCy) =
= abyCs + @bsCy + ahiCr — absC, — abics— abycy

Ne consegue che per calcolare I'area del triandol@rtici A(Xy,Y1) ; B(X2,Y2) ; C(Xs,Y3) €
possibile costruire il quadro matriciale di terzdiae del tipo:

1 XY
S:i_Z X, Y, L=%

X3 Ys

[X1(y2 — ¥3) — Xo(y1— ¥3) + Xa(y1— Y2 )|

N

Ritrovando ancora la formula del paragrafo prectden

REGOLA DI SARRUS

Infine esiste un altro modo per la risoluzione dapdel determinante del terzo ordine, detto regola
di Sarrus, che consiste nel trascrivere a destla mhatrice stessa le sue prime due colonne,
procedendo poi come nell’'esempi, dati i tre vedigl triangolo A(X,Yy1) ; B(X2,Y2) ; C(Xs,Y3):

1
ZE[(Xl y21+ y11X3 + 1X2 Y3) - (1y2 X3 * X11Y3 + ylle)]

Lo studio della geometria analitica 15
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La retta

Il piano cartesiano

La retta

Fissato un sistema di assi cartesiani ortogonayi M@a qualsiasi retta r, € unogo geometricp
definito dall’equazione lineare (I° grado) nelleriahili x ed y. Si vuole determinare, quindi, la
relazione algebrica che intercorre tra le coordina¢ y di un generico punto P appartenente ad r.
Allo scopo incominciamo a considerare rette in posi particolari rispetto agli assi e a
determinarne le corrispondenti equazioni.

Equazioni degli assi

v i L'asse delle ascisse il luogo dei punti del
piano aventi ordinata nulla per cui, tale asse, é
equazione 4| I rappresentato dall'equazione:
dell’asse y a
3 y=0
Ay 9 . che & soddisfatta da tutti e soli i suoi punti
21 | . | P(x,0).
equazione
1 dell'asse v |¥ = 0 L'asse delle ordinatee il luogo dei punti aventi
ascissa nulla per cui, tale asse, e rappresentato
= |dlol ™ 5 3 4 % dallaequazione:
11 Bix,0) . <=0
e che e soddisfatta da tutti e soli i suoi punti
Q(0.y).
Riassumendo:
eq. asse X y=0
eg. assey x=0

Equazioni delle rette parallele agli assi

' | Retta parallela all'asse delle x
4 ANk v=k Sia r unaretta parallela all'asse xed A(0,k) un
F punto ad essa appartenente. Tutti i suoi punti
- - — 1 hanno uguale ordinata k, per cui la retta &
3 rappresentata dalla equazione:
k 2 x =k y=k
' 1 Retta parallela all'asse delle y
! Bik',0) o Ol t unaretta parallela all'asse ye B(k',0)
-1.0 1 2 3 X un punto ad essa appartenente. Tutti i suoi
1 punti hanno la stessa ascissa k', per cui la retta
' ""'k—"'" e rappresentata dalla equazione:
x =k
2 o

Lo studio della geometria analitica
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La retta

Il piano cartesiano

Retta passante per l'origine

i
¥

¥

La retta r passante per l'origine e il luogo dei
punti tali che & costante il rapporto tra l'ordina
l'ascissa.

Siano A(x%,Y1) € B(%,Y2) due punti generici della
retta r, distinti dall'origine; siano A' e B' lerto
proiezioni ortogonali sull'asse x. | triangoli OAA'
e OBB' sono simili e si ha pertanto la seguente
proporzione :

AR _BB

passando alle misure N_Y
OA OB X, %

Possiamo allora concludere che se ¢ il valore

u  costante di tale rapporto ed il generico puntoadell
retta ha coordinate (x,y), la relazione esisterate t

Yem

X
y = mx (1)

le coordinate &

( x diverso da 0), ossia

La (1) é dunque I'equazione del luogo dei puniti ordinata proporzionale all'ascissa, secondo un
opportuno coefficienten dettocoefficiente angolare della retta.

Il coefficiente angolare m

Alla costantem si da il nome dicoefficiente
angolare della retta r. Tale coefficiente
angolare dipende dall'angol® formato dalla
retta r e dal semiasse positivo delle x quando
guesto ruota in senso antiorario fino a
sovrapporsi alla retta.

Quindi esso varia al variare dell'inclinazione
della retta rispetto agli assi.
Piu precisamente:

1) Per m = 0 langolo e piatto e la retta e
parallela all'asse x.

u 2) Per m > 0 la funzione y = mx + g e crescente;

cioé, percorrendo la retta nel verso delle ascisse
crescenti , si vedono crescere le ordinate, cidvatpia dire che la porzione di retta situata nel
semipiano del i° e 1I° quadrante forma un angolat@a con la direzione positiva dell’asse x.
Inoltre, o & tanto pit grande quanto maggiore € m.

3) Per m < 0 la funzione y = mx + g é decrescetit& percorrendo la retta nel senso delle ascisse
crescenti , si vedono decrescere le ordinate, quiivale a dire che la porzione di retta situata nel
semipiano i° e 11° quadrante forma un angolo otw/saon la direzione positiva dell’asse x.
Inoltre,a” € tanto piu grande quanto maggiore € m; cioe quairiore e il valore assoluto di m.

Lo studio della geometria analitica 17
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Riassumendo:

Se l'angolo € acuto si ma> O
se |'angolo é ottuson < O;
se l'angolo e nullo o piatt) = G;

se langolo e retto non e definito Il
coefficiente angolare m.

Considerata I'equazioney =mx, perm=1e
= — 1 si ottengono le equazioni:

y=x, Yy=X

che rappresentano rispettivamentde
bisettrici del I° e IllI° quadrante e del 1I° e IV° quadranta. questo caso gli angoli sono di
ampiezza rispettivamente 45° e 135°.

Se P(x,y1) e Q(%,Y2) sono due punti appartenenti ad una retta, ncallpkr all'asse delle vy, il
coefficiente angolare della retta puo essere inmat@aente calcolato applicando la seguente

formula: m=Y2"%
X =X
avendo supposto xliverso da x.
Retta in posizione generica
v kY Sia r una retta non passante per l'origine e non
- - parallela agli assi.
3l il Si consideri la traslazione tche trasferisce
l'origine degli assi nel punto O’. Si osserva che
2 o - la retta r ha la stessa pendenza e quindi lo
0'0,q) X stesso coefficiente angolare rispetto ai due
1 sistemi di riferimento xOy e XO'Y. Nel

sistemaxXQ'Y la retta r passa per l'origine O’

o e odh . .
EIREIEE ANENE ed ha equazione :
promEady Y =mx
ul

applicando latraslazione inversa 8i ottiene

'equazione di r nel sistex®y:
y—Qg=mx
da cui y= mx+qg.

La y=mx+q (2

e l'equazione di una generica retta nel piandove:

m e il coefficiente angolare,

g é dettaordinata all'origine, in quanto rappresenta l'ordinata del punto dirggzione della retta
con l'asse delle ordinate.

La (2) viene chiamataquazione della retta in forma esplicita

Lo studio della geometria analitica 18
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Equazione cartesiana della retta

¥ 4 L'equazione lineare in due variabili x,y del tipo:
'r\§\ || || || wabysc=0 @
an &yt 0 rappresenta al variare di a, b, c reali, con anerb
2 entrambi nulli, una qualsiasi retta del piano.
| N\, eq. cartesiana in |
1 forma implicita La (3) si diceequazione cartesiana della retta
equazione generale della reittaforma implicita .
10 1 5 7 4w [lcoefficiente c prende il nome di termine noto.

Analizziamo i vari casi possibili:

52 _ _ . 1)a, b, cdiversi da zero
u Dividendo tutto per b si ottiene la forma esplicita
y=-2y_¢
b b
Tale equazione rappresenta una retta di coeffigiangolare ed ordinata all'origine rispettivamente
. a c . . .
uguali a: m= _E q-= _E quindi I'equazione diventa:
y=mx+q

che e dett@quazione della retta in forma esplicita

2)a, bdiversida0,c=0

la (3) assume la formaax + by = 0 ovvero y= —%x che e l'equazione di una retta per

l'origine. Posto m= —%

I'equazione diventa: mx.

<
1

3a=0,becdiversida0

. c
la 3) diventaby +c=0ovvero y= _E che rappresenta una retta parallela all’gsse

4)a,cdiversida0eb=0

- ¢ .
la 3) diviene ax + c=0ovvero x=-— che rappresenta una retta parallela all'asse y.
a

Osservazione:
L'equazione di una retta in forma implicita raperdga tutte le rette del piano a differenza
dell’equazione in forma esplicita che non rappresknrette parallele all'asse y e I'asse y.
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Equazione segmentaria della retta

Sia r una retta non parallela agli assi cartestanon

¥ § passante per l'origine. Essa taglia gli assi in et
. - - distinti B(p,0) e A(0,g). Le misure dei segmenti
4 orientati che la retta stacca sugli assi cartes&ni
_NAD,g) | _ chiamandntercette della retta.
= Noti p e q € possibile determinare l'equaziondadel
_ _ retta applicando la seguente relazione:
q 2 1 +X =
| . P q
1 Questa equazione si dieguazione segmentaria della
Y Bip.0) retta.
Fol 1 (2 ] 4 x , _
b "‘f—‘jp—‘“"‘“* Otteniamola partendo dall’equazione
' u| . .
—t—n1 ax+by+c=0 trasformiamola opportunataen
ax+by =—c dacui
— ax—-by=c ed ancora —Ex—Eyzl cioé i+i:1
C C _¢c _¢
a b

Si osservi che—E e la lunghezza algebrica del segmento che la s&ta, a partire dall’origine,
a

, C : . L
sull’asse delle x e-— la lunghezza di quello che essa stacca, semprartaepdall’origine,

sull’asse delle y. Indicando tali lunghezze congabbiamo la formula iniziale.

Posizione reciproca di due rette

Siano ax+by+c=0 e ax+by=Q@ leequazionicartesiane delle due rettes.ed

Rette incidenti

vi _ _ Due rette si dicono incidenti quando si intersedano
un punto. Il problema geometrico di determinare
l'eventuale punto di incontro delle due rette si
riconduce alla risoluzione del sistema :

ax+by+c=0

{ ax+by+c'=0

Se E¢E

a b
il sistema ammette una ed una sola soluzione
S A0 1 QV 4 % coincidente con il punto di intersezione delle due

r . | 4] rette
incidenti

-1 rette.
a_b_c
i L a b ¢
il sistema e impossibile cioe le rette sqrzoallelee
distinte
Lo studio della geometria analitica 20
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a o . . ) L. o .
Se —=—=— il sistema e indeterminato cioé si hannte@iincidenti.

Risoluzione grafica di un sistema di primo grado ddue equazioni in due incognite,
considerazioni generali.

Studiamo il sistema generico

ax+by+c=0
ax+by+c =0

La soluzione grafica € data dalla rappresentazdmaliagrammi delle equazioni del sistema, le
coordinate del loro punto d’intersezione darannsolazione cercata.
La soluzione algebrica che si ottiene applicandedmla di Kramer nell’ipotesi che sia :

-C b‘ a -c
% Y-ah-abz0 dacui x=-_¢ o] _ be-bc __|& ~—cf_dc-ac
a b ad-ab albb-ab ad-ab abd-ab

Sono di particolare interesse le seguenti osseyuBazi

1) Supposto ab’- a’l 0, le rette del grafico delle equazioni del sistedmanno uno ed un sol punto
in comune, d’accordo col fatto che il sistem@eéerminato

2) Supposto ab’'-a’b=0 e bc’ - b e quindi anche a’c — a0 notandochee a/b=a'/b’
Le rette, grafico delle equazioni del sistaroa hanno punti in comune, essendo parallele,
d’accordo col fatto che il sistemagpossibile

3) Supposto ab’—a'b=0 e bc’—b’c=0 e quinktlze a'c—ac'=0

Le due rette, grafico delle equazioni del sistem@aoscoincidenti, d’accordo col fatto che |l
sistema éndeterminato

Rette parallele. Condizione di parallelismo

Condizione necessaria e sufficiente affinche

¥ i r due rette siano parallele e che abbiano lo
stesso coefficiente angolare:
E r m=m' .

In termini algebrici cio equivale ad affermare
che i coefficienti delle incognite
nell'equazione di una retta devono essere
proporzionali ai coefficienti corrispondenti
nell'equazione dell'altra retta.

Osservando il grafico si nota che le due rette

hanno la stessa pendenza, infatti gli angoli che

esse formano con la direzione positiva
u dell'asse delle x sono uguali=a'.

Si deduce chan =m'.
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Cioe essendo m= —% e m = —% si ha pure

olo
o |

come gia affermato dimostra la proporzionalitaaesfficienti

Rette perpendicolari. Condizione di perpendicolari&

Siano s ed s' due rette generiche date, perpeadiatil equazione rispettivamente:
.j-.r'l | 1] /B y=mx+q e y=mXx +dq.

Si considerino le rette r ed r', parallele alleedat
: passanti per l'origine di equazioni:
y=mx e y=m¥X.
Siano A(1,—m) e B(1,m") i punti di intersezioneldel
rette s ed s' con laretta x = 1.

-if;rﬁ AENC
il Passando alle misure siha: HA=-m, =H#8"
Inoltre applicando il teorema di Euclide al triatmgo
rettangolo AOB, si ha:
HA e HB = OH
S -mm'=1 ossia mm-==
u . 1
quindi m=-—
ni

Dunque:
Condizione necessaria e sufficiente affinche dite #ano perpendicolari € che i loro coefficienti
angolari siano fra loro antireciproci.

Fasci di rette

Fascio proprio di rette
Si definisce fascio proprio di rette l'insieme ulit¢ e sole le rette di un piano che hanno unsastes
punto in comune, detto centro del fascio.

yl Fasria A Se P(x,y1) € il centro del fascio, I'equazione:
4 roprio A
T L TP @ vy = mx—x)
o
_,f // - rappresenta l'insieme di tutte le rette passamtilgrinto
' P.
~Pi1y1) | La (1) si chiamaquazione del fascio proprio di centro
P(X1,y1)-

4! -; L'equazione (1) non comprende tutte le rette detifadi
.| centro P; manca, infatti, la retta passante pempBrallela

, all'asse delle y.

'\' H uy | Comprende, invece, tutte le rette del fascio ditrcef
'equazione

a(x—x)+b(y-y)=0
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a
ottenuta dalla precedente, ponendo mB—.

Infine, se si hanno le rette r ed s di equaziespettivamente
ax+by+c=0 e ax+by+c=0 inaden un punto P, il fascio di rette da esse imliato
e Max + by + c)tu(ax +b'y+c) =0

coni e u parametri reali non entrambi nulli. &= 0 si ottiene la retta r ge = O si ottiene la retta s.
Le rette r ed s sono detjeneratrici del fascio

Supponenda diverso da 0 e dividendo perl'equazione del fascio diventa
ax+by+c+k(@x+by+c)=0 veok =p /A

In questo caso la retta r si ottiene per k = Oretta s si ottiene per k tendente all'infinito.

Fascio improprio di rette
Si dice fascio improprio di rettéinsieme delle rette di un piano parallele ad et data.
Data una retta r di equazione ax+by+c=0

ogni altra retta di equazione del tipo: ax+by+k=0
e parallela alla retta data. Al variare di k si hatutte le rette del fascio improprio individuato
dalla retta r. Si riconosce il fascio impropriordite quando, ridotta I'equazione a forma esplidita

parametro k e figura soltanto a termine noto. litardel fascio passante per l'origine si dieta
basedel fascio improprio.

Equazione della retta passante per due punti

Siano P(xy1) e Q(%,Yy2) due punti riferiti al piano

¥ & cartesiano xOy, conpdiverso da xe y diverso da ¥
4 La equazione della retta passante per P e Q sihetti
r \P{K'L]F’ll _ . scrivendo l'equazione del fascio centrato in P con
3 coefficiente angolare uguale a quello della re@a P
2 [N | ' e
-y, = —=——=(X—-X
Y=Y X, — %, ( 1)
1
0(x2,y2) Dividendo ambo i membri peky y1# 0 si ottiene:
Tl (4] 12 4 %
1 Y=Y — X=X (*)
Yo=Y XX
-2 _ u

che é I'equazione della retta passante per due punt

2° Modo di introdurre la formula della retta padsguer due punti.
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Consideriamo, ora, una rettaon parallela ad alcun asse coordinato

Su tale retta prendiamo due punti, arbitrari erist Py(X1,y1) € B(X2,y2) che, come € noto ,
individuano la retta r.

Preso, ora un qualsiasi altro puntdx@,yo), diverso da Pe B, e detti A,Az, A e By, B, By, le
proiezioni ortogonali di B P, Py, rispettivamente, sull'asse x e sull’asse y, pegarema di Talete
( che afferma: un fascio di rette parallele deteansu due trasversali due classi di segmenti
direttamente proporzionali ), risulta anche in gegn

‘ AA - PR . BB, — P, P,
}f AlAZ I:)ll:)Z BlBZ P:LPZ
da cui si ricava
AA _BB,
AA, BB,

Se % e ¥ sono le coordinate dipPtenendo
presente che:

AlAo=X—X ; AlA2 =X —X ;
BiBo=Yo—W ; BiB2=Y—V1 ;

7
Bty
#,...r"""

La relazione precedente si puo scrivere
sotto la forma seguente :
Xo =% — Yo ™ V1
X, =X Yo=Y
da cui con facili calcoli si dex:
(V2= Y1)Xo— (X1 =X )Yo+Xa2y1— Xay2 = 0

Indicando brevemente con a, b, c, rispettivamememeri noti (¥ — y1); (X1 — X); XoY1 — XaY2;
cioe posto:

a=(-%) b=K—%) C=x%y1-xy>
la relazione finale in forma implicita la si pucrisere sotto la forma :

ax +by+c=0.

Si vede cosi che le coordinate,{x) del punto b, della retta r, costituiscono una soluzione
dell’equazione:
ax+by+c=0.

Infine si fa notare come la formula (*) ha caradtgenerale, comunque vengano disposti i punti nel
piano cartesiano rispetto agli assi.Infatti il puRte allineato coA eB se e solo se sono uguali gli
angoli PAK e BAH, cioé se e solo se sono similiarigoli PAK e BAH. Il che equivale a dire che
P e allineato con i due punti se e solo se sudsigi@porzione:

KA PK

HA  BH
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e nel caso della figura a lato abbiamo:

X — X - Ya— Y
Xg = Xpn  Yg 7 VYa

In questo secondo caso a lato abbiamo:

nel terzo caso qui a lato sussiste:

X — X - Y= Ya
Xa~Xg  Yg ™ VYa

25
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In quest’ultimo caso graficato avremo:

X= Xa - Ya—Y
Xa~Xg  Yg = Ya

Tutte le uguaglianze sono riconducibili alla foraul

(*), che in questi esempi corrisponde al secondo ca
anche la prima cambiando di segno i due numeratori,
la terza cambiando di segno i due termini della

u frazione a primo membro, I'ultima espressione i@fin

' cambiando di segno il denominatore della frazione a
primo membro ed il numeratore della frazione a sdoanembro.

Distanza di un punto da una retta

v i ' ' Data una generica retta r di equazione
ax + by + ¢ = 0, ed un punto R{) la distanzal di P
dalla rettar é cosi calcolabile:

g @tbytg

va? +b?

Se il punto P coincide con l'origine degli assilistanza
d e data da:

. ld

-1 Come fare

' ul | Per calcolare la misura della distanza del punto
P(x,yy)dalla retta ax + by + ¢ = 0, occorre scrivere
'equazione della retta per P perpendicolare a#itadtrovare quindi le coordinate del punto Q
d’intersezione della retta con tale perpendicodarénfine la misura della distanza di P da Q.

La perpendicolare alla retta data per P é

bx—-x)—-a(y— y) =0
Facendo sistema con la retta data
ax+by+c=0
otteniamo
b(Xx—x1)— a(y—-y) =0

ax+by+c=0

. . -by-c o
ricaviamo la x dalla 2" equazione: x= y sostituiamola nella 1" ottenendo:
a
-by-c
o[22 s a(y-y) = 0
Elaboriamo
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-b%y-bc

-bx —ay+ay, =0
a

— b’y — bc — abx—2a%y + a’y; =0
y(a® + b?) = — abx,+ a’y;— bc

_a’y, —abx —bc
a’+b’

valore dellagy

Sostituendo nella 2" equazione questo valore @tteniil valore della

_ —ba’y, —ab®*x, —b’c e

ax
a’+b?

_ —ba’y, —ab’x, —b’c—-a’c-b’c

ax 211
b*x, —bay, —ac
X = 71 b12 valore dellagcercato.
b*x, —bay, —ac_ a®y, —abx —bc
Q =( X Yi ay X )

a’ +b? ' a’? +b?

La misura della distanza PQ dalla

PQ :\/(XP - XQ)2 +(yP - yQ)2 :\/(Xl - XQ)2 + (yl - yQ)2 avremo

2 2
PQ:\/[Xl_ble—bayl—acj +(yl_azyl—abxl—bcj _

a’+b? a’+b?

a?x. +b?x —b? b 2 2 2, _ .2 2
_ (@™ +b?x —b?x, +bay, +ac) _(a’y, +b?y, —a’y, +abx +be) _
a’+b’ a’+b’

_ [ a®x, +aby, +ac 2+ abx +b®y, +bc ’ _
a2+b2 a2+b2

_ [a%(ax +by, +¢)*  b*(ax +by, +¢)° _ [(ax +by, +c)*(a® +b*) _ (ax +by, +c)
(a® +b?)? (a® +b?)? (a’® +b?)? (a2 +Db?)

in definitiva per la misura della distanza consalemo il valore assoluto

PO :<ax1+byl+c

V(a®+b*)

Lo studio della geometria analitica 27
A cura di Gentile Valter Ed..2006



ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA

La retta

Il piano cartesiano

L’espressioneya’ +b” si dice fattore normante relativo alla retta
ax+by+c=0
In particolare la misura della distanza di unaardtll’origine

c

d=f——
(a® +b?)

Area di un triangolo (altro approccio)

Dopo aver studiato la retta, riproponiamo il catcdéll’area di un triangolo, chiaramente
ritrovando le stesse formule risolutive, ma corapproccio diverso.

Siano A(%,Y1) ; B(x2,¥2) ; C(%s,Ys) i tre vertici, determiniamo innanzi tutto I'equeze di una retta
passante per due punti dati Afx) ; B(X2,Y2).
Se la retta passa per il punto Agx), dovra soddisfare alla condizione:

y—y=m(x—Xx)

Analogamente, se la stessa reta passa anchepp@tadl B(x,y.), dovra ancora soddisfare alla
condizione:

y—Y=m(x-x)
Ricaviamo m, coefficiente angolare da ambeduepesssioni ed uguagliamo i valori cosi ottenuti,
cosa lecita essendo la stessa retta,

Y=Y — Y-V,
X=X X=X,
Elaboriamo con facili passaggi algebrici questaesgone:
(Y =YX = %) = (Y — ¥) (X —x)
XY — Xy1 — XY + Xoy1 = Xy — X)o — X1y + Xiy2
Fiy . . e raccogliendo :
B Clx3,y3)

_______________

X(y1—Y¥o) +Y (X —X1) + X1y2—%y1 =0

Confrontiamo quest’ultima espressione con
la ax + by + ¢ = 0, formula della retta
implicita, ebbene si riconosce essere:

EI(}{E,}'E:I a=y—-y, b:)Q—X]_ y C=XY2— Xoy1 .

B"

1
1
1
I
1
it sl |
1
1
1
1
1
I
1
1
1
R e e

i Quindi é possibile calcolare la distanza fra il
— = punto C(%,y3) € la retta determinata, per la
formula del precedente paragrafo possiamo
u scrivere:

=
¥
=]
x

_ ‘(y1 T Ya)X T (X T X)) Y5 XY, - X2y1‘

ax, +by, +C
\/(yl_y2)2+(xz_xl)2 ‘

(a +b?)

d=
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guantita che esprime I'altezza del triangolo daion,resta che determinare la base data dalla
lunghezza del segmento che ha per estremi i puatiaddinate A(x,Y1) ; B(x2,Y2), cioe:

AB :\/(yl - y2)2 + (Xz - X1)2

e . R bxh
Quindi I'area del triangolo sara\, = e nel nostro caso:

1 ‘(y1 T Y% T (X T X)) Y5t XY, T X2y1‘
Sasc = 5 ‘

\/(yl - y2)2 + (Xz - X1)2
\/(yl_y2)2+(xz_xl)2 ‘
Dopo lo sviluppo algebrico ritroveremo come nelitidp precedente le due formule a seconda che

si ordini o rispetto le ascisse o alle ordinatepse in valore assoluto:

1
Sasc = 5 [X1(Y2 = ¥5) + Xo(y3 — Y1) + Xa(y1 — ¥o)|

1
Sagc = 5 [Y1(X3 — %) + Yo(X1 — Xa) + Ya(X2 — X
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Circonferenza: definizione analitica

La circonferenza e unaconicadefinita come il luogo dei punti del piano equidigi da un punto
fisso detto centro.

Y" Fissato nel piano un sistema di assi cartesiani
- ortogonali xOy, la circonferenza di centtia,f}) e
3 raggio r € l'insieme dei puni(x,y) tali che risulta
verificata la relazione:
Z PC=r ovvero PC2 = r2
, Poiche :
1 PC = (x—)* + (y —B)*
= il punto P(x,y) apparterra alla circonferenza stfta
-1.0 1 2 3 4 % se le sue coordinate soddisfano I'equazione
-1 u

(1) (x 02+ (y—=p)* = r2
La (1) rappresenta I'equazione della circonferenat il centroC(a,f) ed il raggior.
Nel caso particolare in cui il centro C coincidendrigine degli assi, essendo=f3 = 0, la (1)
diventa
(2) X2 +y2 =r2,

La (2) si dice equazione deliaconferenza centrata nell'origidegli assi con raggio r.
Sviluppando l'equazione (1) si ottiene:
ovvero, ponendo

- 20= @, -B=Db; a?+p2—-r2=c,
si ottiene:

(3) x2+y2+ax+hby+c=0,
che si diceequazione in forma normale o canonica della circoefenza

E' una equazione di secondo grado in X e y, maaea®ittermine contenente il prodotto xgr(nine
rettangolarg e con i coefficienti di x2 e y2 uguali ad uno.

Nota I'equazione canonica della circonferenza &ipibs determinare le coordinate del centro e la
lunghezza del raggio applicando le seguenti formule

2 2

C= —E’—E r = E + E —C:E1[a2+b2_4c
2 2 2 2 2

Esaminiamo la formula che determina il valore di gistinguono tre diversi casi per I'equazione

del tipo (3) x2+y2+ax+by+c=0.

I°) sea’+b’-4c>0 |la(3)rappresenta una circonferenza reale ediiingiono i punti che
appartengono al luogo da essa individuato.

II°) sea’+b°-4c=0 |la(3)rappresenta una circonferenza di raggitorespertanto al
luogo da essa individuato appartiene un solo pute ¢ poi, il
centro della circonferenza ( circonferenza deggnere

l1I°) se a®+b”-4c<0 |la(3) rappresenta una circonferenza reale, nistegsertanto alcun
punto del piano cartesiano le cui coordinate lalsfdno.
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Studio dell’equazione canonica

Data lI'equazione canonica della circonferenza
x2+y2+ax+by+c=0 (1)
in base ai valori assunti dai coefficienti a, bla circonferenza assume una particolare posizione
rispetto agli assi.
1) sea = 0 la circonferenza ha il centro sull'assey.

Infatti, le coordinate del centro risultano (0,2)/
Infatti come dalla fig.:

Dati C(0,1); P(5/2,1) ed
r=d=CP=J(x-x)+(y, - v.J

5o -5

Applicando la formula (X —a)? + (y—B)? = r?
abbiamo

};n

pari a

! x—=0)2+(y—-1)2 = 25/4
=i X°+y—2y+1-25/4=0
u x> +y—2y—21/4=0 C.V.D.
s ~ Controllo

2) seb =0 la circonferenza ha il centro sull'asse x.

Infatti, le coordinate del centro risultano (2,8).

Infatti come dalla fig.:

v Dati C(2,0); P(0,—1)ed

r=d=CP=(%, -] +(y, - w)

pari a

r=y(2+1)?+(0-0)? =9=3

Applicando la formula (x —a)2 + (y—B)2 = r2
abbiamo

(x—27+(y=0% = 9

K+y —4x—-5=0 C.V.D.

Controllo

[ i

2

Osservazione importante prima di proseguire:

poiche I'equazione generica della circonferenza dgmde dal valore dei coefficienti a, b, c, per
determinarla servono sempre tre condizioni indipendnti, ossia si deve costruire un sistema di
tre equazioni in tre incognite.
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3) sec =0 la circonferenza passa per l'origine degli assi.
Le coordinate dell'origine (0,0) soddisfano l'eqaae (1), e cio significa appunto che l'origine
degli assi sta sulla circonferenza.

_1"1 ) U4 DatiP(0,0); R(- 4,0)eQ(0,— 4)

Applicando la formula
s x2+y2+ax+hby+c=0
abbiamo il sistema di tre equazioni in tre incogmmponendo
il passaggio per i punti dati:

P

P) | c=0
R)Y16-4a+c=0
Q) W6—-4b+c=0

Dalla seconda e terza equazione essendo ¢ = dsteleon
facili passaggi che:

a=b=4
16 —-4a=0 dacui a=16/4=4
16 -4b=0 dacui b=16/4=4

Concludendo I'equazione della circonferenza cereata x2+ y2+ 4x + 4y = 0C.V.D.

om 1n{§ ] erraeas o o5t

4)se a = b = 0il centro della circonferenza coincide con |'onigidegli assi.
Infatti come dalla fig.:
¥ Dati C(0,0); P (3,0)ed

== CP={x, -V + (v, - %)

pari a

r=y(3+0)* +(0-0)* =9 =3
Applicando la formula(x — a)? + (y—B)? = r2abbiamo
(x=02+(y-07 =9
x*+y=9 C.V.D.

2 2
Controllo r:\/[gj +(gj —c:\/§=3

Dati C(0,0); P(0,5) ed

r=d=CP=y(x,~x ) +(y, - v.f
pari a

r=y(0-0)* +(5+0)* =25=5

£

Applicando la formula (x —a)2 + (y—p)? = r2 abbiamo
(x-02+(y-0)* = 25
x?+y*=25 C.V.D.
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2 2
Controllo r:\/[gj +(gj —c:\/ES:S

5) sea = ¢ = Ola circonferenza e tangente all'asse x e ha tfeesull'asse v.

[°) modo
Infatti come dalla fig.:
DatiC(0,2); P(0,4)ed

r=d=CP=(x - %) +(y, - v.J

pari a

r=y(0-0)* +(2-4)? =a=2
Applicando la formula(x —a)? + (y—B)? = r2 abbiamo
(x-02+(y-2? =9
x>+ Yy —4y =0 C.V.D.

a\’ b)*
Controllo r:\/(zj +(§j —c=\/Z=2

[1°) modo considerand&(0,2); O(0,0)
Imponendo il passaggio per l'origine e tenendo gmes le coordinate del centro si ha ancora un
sistema di tre equazioni in tre incognite cioé:

0) c=0
C<-a/l2=0 dacuic=0 a=0 e b&-
Cy) |-b/l2=2

Concludendo I'equazione della circonferenza cereata
x2+y2—4y =0 C.V.D.

con r:\/[%j2+(gj2—c=x/z=2 e c=(—%,—gj=(o,2)

6)se b =c =0 la circonferenza é tangente adl'gssha il centro sull'asse x.
1°) modo
Infatti come dalla fig.:

Dati C(2,0): P (2,2)ed
r=d=CP=(x,~x ) +(y, - v.f

pari a

r=y(2-272+(2-0) =v4=2
Applicando la formula(x —a)? + (y—B)? = r2 abbiamo

(x-22+(y-02 =9
x> +y—4x=0 C.V.D.

a 2 b 2
Controllor:\/[zj +(§j —c=/4=2
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[1°) modo
Dati P(2,2); Q = O(0,0)eR(4,0)
Applicando la formula X2+ y2+ax+by+c=0

abbiamo il sistema di tre equazioni in tre incogmmponendo il passaggio per i punti dati:

Q)| c=0 c=0
PN 4+4+2a+2b+c=0 16 +4a=0 a=-4
R) |16 +4a+c=0 8+2a+2b=0 b=0

Concludendo I'equazione della circonferenza cereata x2 + y2—4x = 0 C.V.D.

Con r:\/(gj2+(gj2—c=\/ﬁ=2 e C:[—E—Ej:(Z,O)

2’ 2

Posizione reciproca tra retta e circonferenza

¥

Per studiare le varie posizioni che una retta
assume rispetto ad una circonferenza, basta
risolvere il sistema formato dalla equazione della
circonferenza e della retta.

In base al segno del discriminanteAo(delta)
della equazione risolvente di secondo grado si
ha:

A > 0, si hanno due radici reali e distinte, cioe
due punti d’'intersezione, la retta secantela
circonferenza;

_/—4/—3 2 |-h0
retta tangente 2

-2

-3 - A = 0, si hanno due radici reali e coincidenti,
cioé un punto d’intersezione da contarsi due

volte, la retta @angentealla circonferenza;

A < 0, si hanno due radici non reali la rettasternaalla circonferenza.
Determinazione delle tangenti ad una circonferenza

Dato il punto P(x,y) esterno alla circonferenza,
esistono diversi metodi per determinare
'equazione delle tangenti condotta da P alla
conica.

¥i

1) metodo

Basta imporre ad una generica retta uscente da P di
avere dal centro della circonferenza distanza
uguale al raggio.

2) metodo
Si costruisce il sistema tra I'equazione della

4/ 3

tte i ti . . . . .
e circonferenza ed il fascio di rette centrato in P.
Dopo avere determinato lI'equazione risolvente
della equazione di secondo grado si impone al suo
3 | [ | discriminante di essere uguale a zero.
u
Lo studio della geometria analitica 34

A cura di Gentile Valter Ed..2006



ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA

La circonferenza

Il piano cartesiano

Osservazione:questo metodo € valido qualungue sia la conicsapgreconsiderazione.

3) metodo
Se il punto P appartiene alla curva, basta impalteeretta generica per P di avere coefficiente
angolare uguale all'antireciproco di quello dediia contenente il diametro.

Infine & bene ricordare che se una delle tangepérallela all’'asse y, allora si trova, con i metod
precedente, o un’equazione di I1° grado in m, oréticia un’equazione in m impossibile.

Punti comuni a due circonferenze.

Due circonferenze possono avere in comune due paaitie distinti, due punti reali e coincidenti
od infine possono non avere punti reali in comuugecoordinate dei punti comuni sono le soluzioni
del sistema formato dalle equazioni delle due cfenze, discutendone il relativo (delta) della
equazione risolvente. Al sistema delle due equadielte circonferenze e possibile sostituire quello
ottenuto da un’equazione risultata dalla differedeke due equazioni date e I'altra da una
equazione di una delle due circonferenze.

L’equazione ottenuta dalla differenza rappresentaretta passante proprio per i due punti
d’intersezione e per questo e detta “asse radicale”

In generale considerate due circonferenze non comnclee e detti Pe B i loro punti comuni, la
retta congiungente ;Ron B dicesi asse radicale che :

a) e reale qualunque sia la posizione reciproca dekecirconferenze,

b) e perpendicolare alla congiungente i due centri.

Fasci di Circonferenze

Analogamente a quanto visto per le rette si puddhirre la nozione di fascio di circonferenze.
Siano date sul piano due circonferenze (distintedl S', le cui equazioni normali sono:

1) X +y+ax+by+c=0,
2) Xy +ax+by+c=0,
oppure, con «notazione simbolica»: S=0 e S=0.

Si consideri, ora, la seguente equazione:
3) AS +u S’ =0,
combinazione lineare delle equazioni (1) e (2), iarete | parametri edp.

Supposto. # 0 e posto t 1/ A, I'equazione (3) si puod scrivere nella formageinplice:

(3" S+1tS'=0,
ossia, in forma non simbolica: .
(3" k+y +ax +by+c+tx+y +ax+by+c)=0.

E facile vedere che per ogni valore del parametrel, I'equazione (3") rappresenta una
circonferenza.
Infatti, essa si puo scrivere sotto la forma:
4) A+t (L+ty+(@+ta)x+ (b+th)y+c+ct=0,
ossia, avendo suppostg t1:

, 2 a+td b +tb c+tc
) x+y2+ 1+tX+ 1+ty+ 1+t
che e I'equazione di una circonferenza, qualunguess-1.
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Ragionando analogamente si prova chaé3at+u S’ = 0 rappresenta una circonferenza, purché
A+u#0.

Pert=0, dalla +yY+ax+by+c+tk+y+ax+by+c)=0 siottiene la:
(1) x*+y +ax+by+c=0, cioé 'equazione deil@onferenza S;

mentre per nessun valore della i puo ottenere dalla
X*+yY+ax+by+c+t&+yY+ax+by+c)=0 la:
(2) ¥+y+ax+by+c =0, cioé 'equaziatala S'.

PertantolaS +tS'=0o0la®?xy + ax + by + ¢ + t(k+ y* + ax + b'y + ¢') = 0 rappresenta tutte le
circonferenze del fascio meno la S'.

L’equazione della S’ si ottiene, invece dallax3)+u S’ =0 ponend@ =0 edu = 1.

Concludendo:

Si chiama fascio di circonferenze, definito dalle@nferenze S ed S’, I'insieme di tutte e sole le
circonferenze rappresentate dallax8)+u S’ = 0, cor + p # 0; oppure I'insieme formato dalla
circonferenza S’ e da tutte le circonferenze raggmeate dalla (3') S + tS' = 0, cos +1.

Esaminiamo il caso, finora escluso, di t = —1.

Pert = -1 l'equazione (3") S +tS' = 0 si pudvece:
S'-S=0,
ossia in forma non simbolica:
@-ax+ (o -byc-c=0.

Ora S'— S e un polinomio di primo grado in X @yneno che le circonferenze S ed S' siano
concentriche; in quest'ultimo caso € a = a' e be=duindi S'— S = 0 & un numero (polinomio di
grado zero in x e y). Se S ed S' non sono concasetrla retta:
S'-S=0,
si chiamaasse radicalalel fascio.
L'asse radicale di un fascio si considera comecucanferenza del fascio avente «raggio
infinito», ed & chiamato, percio, anatieconferenza degeneralel fascio.

Si osservi, infine, che I'equazione (3') S + t®' e equivalente alla seguente:

S+tS'+tS—-tS=0, cioe: (1+t)§8'tS)=0,
da cui, posto -1 eﬁ =1, si ha: S+t(S'-9S)=0;

pertanto: nell'equazione (3') S + tS' =sBstituendo la circonferenza S' con l'asse radicalsi
ottiene una nuova equazione che rappresenta lo sses fascio(ritrovando cosi quanto gia detto
nel precedente paragrafo).

Per finire, segnaliamo alcune notevoli proprietafdsci di circonferenze, che solamente
enunciamo:

1% Per ogni punto del piano, passa una sola circenfa del fascio.
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2% Nell'equazione (3)S +1 S'=0, 0 (3') S + tS' = 0, sostituendo le cireehze S ed S' con altre
due, qualsiasi, del fascio si ottiene una nuovaegne rappresentante il medesimo fascio.

3% Un fascio di circonferenze non concentriche i pappresentare anche come combinazione li-
neare dell'equazione di una qualsiasi circonfereletfascio con quella dell'asse radicale.

4% 11 luogo dei centri delle circonferenze di und@sé una retta perpendicolare all'asse radicale,
detta asse centrale.

Vari tipi di fasci di circonferenze

Vediamo ora come sono disposte tali
circonferenze.

| casi che si possono presentare sono i seguenti:

1° Caso. - Le circonferenze S ed S’ si

intersecano in due punti A e B

Se S ed S' si intersecano nei punti A e B allora
ogni circonferenza del fascio, individuato da S ed
S' passa sia per A che per B.

Viceversa: ogni circonferenza che passa tanto per
A, quanto per B e una circonferenza del fascio,
vedi figura a lato.

|| Infatti, poiché le coordinate di A e B verificar® |
Circonferenze secanti, | equazioni:

(1) X +y+ax+by+c=0,

2) Xy +ax+by+c =0,

allora verificano anche la:

3AS+uS'=0, ola (4) S+tS’=0.

| punti A e B si chiamanpunti basedel fascio.

In questo caso, il fascio é costituito da tuttele & circonferenze passanti per A e B.

L'asse radicale S' — S = 0 risulta essere |la A&ta

L'asse centrale, cioé il luogo dei centri delleanferenze del fascio, risulta essere I'asse del
segmento AB.

Dalla 3) proprieta enunciata precedentemente, segue ficqlare:

Il fascio delle circonferenze passanti per due ipiirg B, si pud anche scrivere come combinazione
lineare dell'equazione di una qualsiasi circonfeagmassante per A e B con quella della retta AB.

2° Caso. - Le circonferenze S ed S' sono fra lorarigenti in un punto T.

Se S ed S' sono fra loro tangenti in un punto Byaltutte le circonferenze del fascio risultano tra
loro tangenti in T, come nelle figure sottostanti.

L'asse radicale S' — S = 0 risulta essere la rgtéssante per T e ivi tangente ad ogni circonferenz
del fascio.
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Circonferenze tangenti esternamente  Circonferenze tangenti internamente

Viceversa: ogni circonferenza che in T e tangenta etta S' — S = 0, risulta essere una
circonferenza del fascio. In questo caso, il fagcamstituito da tutte e sole le circonferenze ¢atig
inTallarettaS'—S =0.

| centri delle circonferenze del fascio apparterguuiti alla retta per T, perpendicolare alla
tangente comune.

In particolare:

Il fascio delle circonferenze tangenti ad una da&ta r in un suo punto T, si puo scrivere
combinando I'equazione di una qualsiasi circonfexgiangente in T alla retta r, con quella della
rettar.

Il modo piu semplice di trovare I'equazione detfa® quella di combinare linearmente la
circonferenza degenere di raggio 0, con l'asseabei

Quindi se T(%, yo) e se ax + by + ¢ = 0, é I'equazione di grallil fascio si pud anche scrivere
nella forma:

(5) [(x — Xo)* + (y — yof] + t(ax + by + ¢) = 0

3° Caso. - Le circonferenze S ed S' non sono contté&he e non hanno punti in comune.

Se S ed S' non hanno punti in comune, le circonferelel fascio, a due a due, sono prive di punti
comuni, e i loro centri stanno su una retta perpetare all'asse radicale come nelle figure
sottostanti.

|Circonferenze esterne

|Circonferenza 5" interna a 5
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4° Caso. - Le circonferenze S ed S' sono concentréc

Se S ed S' sono concentriche, allora ogni circentea del fascio e concentrica a S (e a S'); e
viceversa, ogni circonferenza concentrica a Sg)a& una circonferenza del fascio come in figura.

Infatti, essendo in tal caso:
a=a e b=b, lequazione

a+ta b+th c+tc
4) X+y+ X + + =
) y2 1+t 1+t y 1+t
diventa:
+
X2+yz+ax+by+%:o,

~ che &, qualunque sigt- 1, I'equazione di una circonferenza
Circonferenze concentriche  concentricaa Sed S'.

In questo caso, il fascio é costituito da tuttele e circonferenze
concentrichea S (e a S").
Si puo dimostrare che:
Il fascio delle circonferenze concentriche allzonferenza S (di equazione S = 0), si puo scrivere:
AS+k=0, com#0.
Osservazione

Significato geometrico dell'asse radicale

Ci limitiamo a segnalare questa proprieta caratied dell'asse radicale che ne da il significato

geometrico, qualunque sia la reciproca posiziorlée derconferenze del fascio (purché non
siano concentriche).

Per ogni punto P dell'asse radicale, si conducansegmenti di tangente PT e PV,
rispettivamente, alle due circonferenze S ed Secoefie figure della pagina successiva.

Ebbene si dimostra che i due segmenti PT e PT’ sanoeisici, cioe:

PT =PT.
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La parabola: definizione analitica
yi oo . La parabola € una conicadefinita come il
e 7 'ﬂf;ﬂh luogo dei punti del piano equidistanti da un
i punto fissoF, detto fuoco, e da una retta

fissad, dettadirettrice .

Riferiti gli elementi ad una coppia di assi di
cui quello delle y passante per F e
perpendicolare alla retta d, sia l'origine O |l
punto equidistante da F e da deftice della

% parabola); 'asse x sara allora parallelo alla

4 3] |2 o

KT ' ' retta d. La retta passante per il vertice e
direttrice d H perpendicolare alla direttrice ( in questo caso
HEFER | ] | lasse y ) & disse di simmetria della
LA parabola.

SeP(x,y) € un generico puntofg0,m)e il fuoco, per definizione deve essere: PF =PH

Ma PF =/x2 +(y - m)?

e PH=|y+m| allora segue che:
X2 H(y-m)2 =y +m|

Elevando al quadrato si ottieng = Arix2 e, ponendo4i =a siricava
m m

(1) y = ax.
La (1), rappresenta dunque l'equazione di una pkxaion il vertice nell'origine , avente asse di

a a
La parabola e una funzione simmetrica rispettaualasse.
E' importante osservare che il vertice appartiet@ @irva mentre il fuoco no. Segue che le
coordinate del vertice verificano I'equazione dplaabola, quelle del fuoco non la verificano.

simmetria coincidente con l'asse vy, fuocdﬁED,%j e direttrice di equaziong = —4i

Equazione generale parabola con asse parallelo aEse y

g v Si consideri I'equazione
2) y = ax2+bx+c

verifichiamo che rappresenta una parabola,
con a, b, c costanti arbitrarie. La (2) si puo

scrivere ( aggiungendo e togliendo la stessa
2

uantita'b— )
d "4a

4
y=aw*2+hx+c
a=0 3

direttrice d 0Oy ) )
T 2 -
: +—-c=ax’ +bx+— ossia
s y 4a 4a
-3 -2 10 2 3 4 5 ¥ b2—4ac_ b 2
|| 1] | . . || . y+t——=a X+ —
asse u 4a 2a

Si consideri il nuovo sistema di assi cartesiani
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XQ'Y, con origine O' di coordinate

2 —
o :(_3’_b 4ac]
2a 4a

Applicando le opportune formule relative atlaslazione degli asei cioé
2
-4
X=X —£ y= Y —u
2a 4a
si ottiene che I'equazione della curva riferita@bvo sistema di assi cartesiani e
Y = ax2.
Tale parabola rispetto ai nuovi assi ha il vertiosmcidente con l'origine O', lI'asse di simmetria
coincide con Y. Concludendo la (2) rappresentapanabola con

2_
vertice V:(—b b—mj:( b Aj

2a’  4a " 2a’ 4a
b 1 b*-4ac ( b l—Aj
fuoco F=|-— —-———|=|-——,—
2a 4a 4a 2a 4da
direttrice di equazione —(—i—wj—(—i_ﬁj—(_ﬁj
: Y= "4a" 4a ) U 4a 4a)7\ 4a

. o ) b
asse di simmetria di equazionex = —2—
a

Sea > 0 (positivo)la parabola volge la concavita verso l'alto, edeiftice & il punto di minima
ordinata appartenente alla curva;

sea < 0 (negativo)a parabola volge la concavita verso il bassdl eertice € il punto di massima
ordinata appartenente alla curva.

Parabola con asse parallelo all'asse delle x

L'equazionex = ay2+by+c

Y i rappresenta in piano cartesiano, sempre una
x=ay*2+by+c | | _ || parabola ma con asse di simmetria
4 parallelo allasse delle x. Per cui é

caratterizzata da:

asseparallelo all'asse delle x di equazione:
__b
asse | | y= 2a

fuoco di coordinate:

_— 1 b?-4ac b (l—A bj
1 2% F=s| ——m—— |=| ——
4a 4a 2a 4a 2a

vertice di coordinate:

-2 v, o(_P’-4ac_b _(_A_Ej
4a 2a 4a 2a
2
- +
direttrice di equazionex = _ L _b-dac - 1+4 .
4a 4a 4a
Sea > 0 (positivo)a concavita e rivolta verso destra

sea < 0 (negativola concavita é rivolta verso sinistra.

.direttrice i .
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Intersezioni della parabola con una retta

Al solito, per trovare l'intersezione della par@boon una retta, basta far sistema fra I'equazione
della parabola e quella della retta. Calcolataliscriminante dell’equazione risolvente dél
stema, posSsono presentarsi tre casi:

1) Se eA> 0, si hanno due intersezioni distinte edta e secante.

2) Se éA =0, si hanno due intersezioni coincidenti netesso punto; leetta e tangente.

3) Se eA <0, non si hanno soluzioni reali, quindrédta e esterna.

Vediamone lI'impostazione teorica:

Sia data una parabola di equazione= ax?+ bx + ¢

ed una retta r di equazione y =mx+d.

Le coordinate dei punti d’'intersezione tra la patated r sono le soluzioni del sistema di 2° grado:

y = ax®2+bx+c
y=mx+q

dal quale si ricava I'equazione risolvente ax2+(b-mx+c-q=0
le cui soluzioni sono le ascisse dei punti d’inéerene .
Considerato il discriminante = (b — mf— 4(c — )
Si possono presentare i tre casi gia visti.
Se la retta r e parallela all'asse di simmetridadphrabola, essa interseca la parabola in un sol
punto, infatti il sistema
y = ax2+bx+c
ammette I'unica soluziofh; ah*+ bh + c)
y=h
Analogamente il sistema
X = ay2+by+c
ammette I'unica soluziof¢ah™ bh + c; h)
y=h

Tangenti alla parabola

Per determinare le equazioni delle
= ' rette tangenti alla parabola,
condotte per un punto non interno
alla concavita, si deve costruire il
sistema formato dalla equazione
generale della curva e dal fascio di
rette centrato in P{yo). Si impone
poi la condizione di tangenza

d5se

A =0 e cioé che il discriminante
della equazione risolvente di

2 / 4 5% secondo grado sia uguale a zero.

it W Vediamone I'impostazione teorica:
retta tangente | | U abbiamo I'equazione della parabola

— e lequazione del fascio di rette
centrato in P(xYo) (retta generica passante per un punto) messteansi

Lo studio della geometria analitica 42
A cura di Gentile Valter Ed..2006



ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA

La parabola

Il piano cartesiano

y = ax2+bx+c
y — = m(X—X)
Se il punto P(¥Yo)appartiene alla parabola di equazione

y = ax2+bx+c
'equazione della tangente alla parabola 8i puo scrivere mediante flarmula di sdoppiamento

X+ X,
2

+C

Y= Yo _
—— zaxx, +b
5 %

mentre se il punto P§¥o) appartiene alla parabola di equazione
X = ay?+by+c
'equazione della tangente alla parabola &i puo scrivere
X+ X,

= ayy, +pd o 4g
2
Condizioni generali per determinare I'’equazione diuna parabola.

Poiché nell’equazione della parabola sia nella éorm
y = ax2+ bx + cchex = ay?+ by + ccompaiono tre coefficienti, per determinarli ocevér
imporretre condizioni.
Indichiamone alcuni casi che possono presentaidr@juentemente:
1) Passaggio per tre punti
2) Conoscenza delle coordinate del vertice e del fuoco
3) Conoscenza delle coordinate del vertice e pass@ggion punto
4) Conoscenza delle coordinate del vertice e dell’zmme della direttrice
5) Passaggio per due punti e tangenza ad una data rett
6) Conoscenza dell’equazione dell'asse e della dicefte passaggio per un punto.

Fasci di parabole

In modo del tutto analogo a quanto fatto per iairsi definisce il fascio di parabole.

Le considerazioni che seguono si riferiscono alpdeacon I'asse parallelo all'asse y, ma quanto
verra detto si puo ripetere anche per le parabmid’asse parallelo all'asse x.

Siano :

p)y=aX+bx+c pyi=ax’+hbhx+a
le equazioni di due parabole, che possiamo cagivéese:

y—aX—bx —c=0 e iyax*-bx-g=0
e consideriamo l'equazione:
y—aX—-bx —c+t(y—ax*—-bx—-q)= 0
combinazione lineare delle due precedenti.
L’ultima equazione scritta con opportuni passadmelarici si puo anche scrivere nella forma:
(L+t)y=(a+ta)xX’+(b+th)x+(c+tg)
o anche per# — 1, nella forma :
_atat 2 4 b +tb, “+ c+tc,

1+t 1+t 1+t

la quale, se € anche (a wf)& 0, cioe t#—i, rappresenta una parabola.
2
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L’insieme della parabolay della infinita delle parabole rappresentatewtiha equazione
scritta, al variare del parametro t, si dice fastiparabole.
Per t = 0 si ottiene la parabolamentre la pnon si ottiene per alcun valore del parametro.

Se si pone t =4 (et#-1), I'eg.ne diventa:
a

+ +
_b tb1X+C tc,
1+t 1+t

che é I'equazione di una retta che si consideraedaparabola degenerdel fascio.

Anche un fascio di parabole, come i fasci di cirqmlio essere individuato dalla retta scritta e da
una parabola qualsiasi del fascio.

'

%)

T U
=

Famiglia di parabaole con due punti base Roiilel L s |

Farmiglia di parabole senza punti base

Poiché una retta puo avere in comune con una pardbe punti distinti ( retta secante ), due punti
coincidenti ( retta tangente ), o nessun puntétd esterna ), le parabole di un fascio possoneress
disposte come in figura.

Quando esistono, i punti comuni alle parabole Igratta) del fascio si chiamampaointi base
Per determinare gli eventuali punti base del fastiscrive, se possibile, I'equazione del fascio
nella forma:

y =+t(ax’+bx+c)+ad+bx +c

Le soluzioni, se esistono, dell’'equazionex®a bx + ¢, =0 (*) sono le ascisse dei punti base:
infatti le ordinate corrispondenti che si ottengaedia (*) non dipendono dal parametro .
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Esaminiamo, ora, il caso finora escluso, dit=1.

In tal caso I'equazione
(L+t)y=(a+ta)xX’+(b+th)x+(c+tg)
si riduce, in generale, all’equazione di 2° grado:
(a+ta)xX’+(b+th)x+(c+tg)=0 (*
che rappresenta una parabola degenere in dugaettéele all'asse y distinte o coincidenti, a
seconda che il discriminantedell’equazione risulti maggiore o uguale a zeeoA & 0 non ci sono
parabole degeneri.

Se infine 'equazione (**) diventa di primo gradpyesta rappresenta una retta parallela all'asse y e
appartiene al fascio.
In particolare, se la retta del fascio ha equazione, I'equazione del fascio si ottiene combinand
la parabola y = &+ bx + ¢ e la retta x — k = 0, ottenendo :
y—aX—bx—c+t(x—k)=0

ossia

y=aX+(b—t)x+(c+tk)=0.
Come si nota, tutte le parabole del fascio hanrstdeso parametro a, passano per uno stesso punto
di coordinate ( k, al¢bk+c) e sono sovrapponibili I'una all’altra conaumaslazione.

Teorema di Archimede (area del segmento parabolico)

Sia y = ax (a > 0) I'equazione di una parabola con vertic®if0,0) e siano A (b;&be
A’(-b;ab?) due suoi punti. La regione finita S del pianoioéfata dall’arco AVA’ di
parabola e dal segmento AA’ in figura prende ilmedisegmento parabolico.
L'area di S (nella figura di colore giallo)

i | _ risulta uguale alla differenza tra I'area del
rettangolo AA’H’H e quella della regione T
(nella figura di colore grigio) delimitata
dall’arco AVA’ e dai segmenti AH, A'H’ e
H'H; per la simmetria rispetto all’asse vy,
I'area di T risulta doppia dell’area della
regione R delimitata dall’arco AV e dai
segmenti AH e OH, percio:

¥

Area (S) = 2 ab— Area(T) = 2ab- 2Area(R)

Per calcolare I'area di R si puo utilizzare o un

H'thﬂ:l 0 1 metodo di approssimazione o un metodo
mediante I'integrale definito di funzione,
ZR=T omettiamo la dimostrazione, ne utilizziamo
solo il risultato
1
Area(R) :§ab3
Conseguentemente:
1 4
Area (S) = 2 ab— Area(T) = 2ab- 2(5 ab’) = 3 ab’®
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Pertantd’area del segmento parabolico

2
AA'VA é uguale ai 3 dell'area del

rettangolo AA'H'H (teorema di
Archimede).

La regola vale anche nel caso in cui la
corda AB non sia perpendicolare all'asse
della parabola.

Tracciata la retta t tangente alla parabola
e parallela alla retta AB, I'area del

2
segmento parabolico ABV e ugualeéa

dell'area del rettangolo avente base AB e
altezza uguale alla distanza tralarettat e

2
la retta AB: Area(S) 3 ABeAH
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Ellisse: definizione analitica

L'ellisse € unaconica definita come il luogo
dei punti del piano per i quali € costante la
somma delle loro distanze da due punti fissi
detti fuochi.

Yi |

Sia P(X,y) un generico punto appartenente
alla conica; indicata con 2a (a > 0) la somma
costante delle distanze di P dai due fuochi F,
F' deve risultare:

PF + PF' = 2a.

Passando alle misure

Jix-c +y2 +(x+cp +y? =2a

Isolando il primo radicale, trasportando il secomébsecondo membro ed elevando al quadrato, si

ottiene,
(Y(x+c)+y?)? = Rar/(x-c)*+y? )?
(X + Cf + Y’ = 4& + ((x + cf + y)) — 4a/(x - )2+ y?

X2+ 2XC + G+ Y = 48 + X — 2xC + é + Y — da/(x - C)2+ y2

4xc — 4= — 48 /(x-c)2+y?

dopo aver elevato nuovamente al quadrato e conl®ennguzioni avremo:

(xc— &)’ = (- &\(x-c)2+y? )’
x’cZ—2xgc+d =& (x—c ¥+ V)
x> —2xgc +d = & (X + & — 2x C) + &°
X2c? — 2xdc + & = &@x* + &c® — 2x &c + &Y?
X°c? — dx’— gy’ = — & + &c?

- X¥@E-A) -y =—d@&-A)

(a2 _ CZ)xZ + a2y2 - a2 (a2 _ CZ)

Si osservi ora che deve ritenersi 2a >2c, ossiacgerche nel triangolo F'PF il lato F'F € minore
della somma degli altri due; percio la differenza &2 é positiva, e si puo porre:az—c2 = b2
in cui anche b e reale positivo.

L'equazione precedente diventa cosi: ba&/# = a2b?,
da cui dividendo ambedue i membri per a2b?, seon#i:
2 2

La (1) el'equazione dell'ellisse in forma canonica o normal
Si dice che I'ellisse €& cosi riferita al centrag assi.
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Simmetrie nell'ellisse

Nella equazione canonica dell'ellisse, x
ed y compaiono elevati al quadrato. Cio
significa che se il punt® di coordinate
Plxy) (x, y) appartiene allq conipa, allora vi
= appartengono anche i punti:

P,(_X1 y)’ P”(_X1 _y)l P,”(X! _y)

Fic.0) | . Possiamo affermare allora chiellisse
€ una curva simmetrica rispetto a
. ciascuno degli assi coordinati e rispetto
P™(%.-¥)  all'origine. L'origine O si dice centro
della ellisse

Proprieta dell'ellisse

1) Analizzandd'equazione canonicadell'ellisse si deduce che

2
V=25 (=)

2
X2 :%(bZ _ y2)

poiche i primi membri sono
positivi o nulli, altrettanto
devono esserlo i secondi, quindi
—a< X< a
b<y<b
ne segue che l'ellisse é tutta
contenuta nel rettangolo
individuato dalle rette
X=ax=—3gy=hby=-h

A'a:D

| -

-l -

2) Ponendo a sistema la conica
con gli assi , si verifica che
l'ellisse incontra l'asse delle x

x=0 x=0 y=0 y=0
2 2 2 2
.y .Y
Z _ +2 = =tDb —+=—==1 X=ta
a® b’ Y a® b’
| punti A, A", B, B', si dicono vertici dell'ellisse.
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Il segmentoAA', che contiene i fuochi si diceasse maggioredell'ellisse, il segment&B' asse
minore. | numeri a e b rappresentano rispettivamenteisein®a del semiasse maggiore e minore.

3) Note le misure dei semiassi € possibile deterrainfirochi. Infatti dalla relazione:
a2—c2 = b? siricava =+va® —-b?® che é la formula cercata.

Intersezioni dell’ellisse con una retta

Al solito, per trovare l'intersezione della elligs®n una retta, basta far sistema fra I'equazione
dell’ellisse e quella della retta. Si possono pné&s@ i soliti tre casi, secondo il valore del
discriminante dell’equazione risolvente, e precisate:

1) Se eA> 0, si hanno due intersezioni distinte edda e secante.

2) Se eA =0, si hanno due intersezioni coincidenti netlsso punto; leetta e tangente.

3) Se éA< 0, non si hanno soluzioni reali, quindir&ita e esterna.

Tangenti ad un’ellisse

Per determinare l'equazione delle tangenti
da un punto P ad un'ellisse, si costruisce |l
sistema tra l'equazione della curva e la
generica retta per il punto ed si impone che
il discriminante dell’'equazione risolvente
sia uguale a zera\€0).

In particolare se il punto
Po(Xo,Yo) appartiene alla curva, I'equazione

della tangente in P all'ellisse é:

X%, Vo _

a? b?

dettaformula di sdoppiamento.
Questa formula analogamente, alla formula
vista per la parabola, si ottiene risolvendo itesisa:

X2 y2_
PORNEI
YYo=m(X—%)

Vediamone per l'ellissi i passaggi teorici per néda, imponendo che esso abbia la coppja/dx
come soluzione doppia= 0.
Imponiamo la condizione di appartenenza del pustxfo) all’ellissi, ottenendo

2 2
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Essendo il 2° membro della prima equazione delratpari anch’esso ad 1 uguagliamo le due
equazioni, da cui

X2 y2 X 2 y 2
—+=—==—"-+=% e con facile passaggio algebrico
a“ b a b
2 2 2 2
X - XO + y - yO - O
a’ b?

Ne consegue che il sistema iniziale ora lo si puivere cosi:

=0

r(X_Xo)(X+X0)+(y_y0)(y+yo)
a2 2

Y —=Yo=m(x—%)

Sostituendo nella prima equazione a (yHlyalore fornito dalla 2 equazione, si ha:
F(X_Xo )(X+Xo)+ m(x_xo)(y+yo)
a’ b?

=0

LY —Yo=m(Xx—%)

r(x—xo ){(x+2xo)+ m(yzyO )} -0
a b

Ly —Yo=m(X—2%)

Tale sistema ha sempre come soluzione la coppra,Yy).Dividendo la 1" equazione per
(x =% )£ 0 otteniamo:

(X+%) , M(y+Yo)

a’ b? =0

y—Yo=m(Xx—%)

Sistema sempre soddisfatto dalle coordinateofioRo), quindi sostituendo nella 1* equazione i
valori delle coordinate digal posto di x ed y si avra:

2X 2 I .

—20 + m% = e ottenendo infine per m il valore

a

2x, b* _ b? X,

a’ 2Y, a’ Yo
sostituendo questo valore nella 2" equazione, tatigente in FPabbiamo:

b x

Yy —Yo= ———= (X —X%) da cui ricaviamo
0
Yoy — &Yo” = — Bxox + Pxo”
azyoy +bXox = yo2 + b™%o°
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ed essendo valida (& abbiamo m? + bPxo? = &b?
sostituendo si otterra I'equazione box + &ygy = &b’

dividendo per % otteniamo I'equazione cercata —XO +% =
a’

Condizioni per determinare I'equazione di un’ellis®.

2 2

X,
Poiché nell'equazioné?- + =2~ y =1 compaiono due coefficienti a e b, sono necessaee d
a’

condizioni indipendenti per determinare I'equazidnan’ellisse riferita ai suoi assi di simmetria.
Indichiamo alcuni dei casi che possono presentarsi:
1) passaggio dell’ellisse per due punti (non simmietispetto agli assi o rispetto all’origine);
2) conoscenza della coordinata di un fuoco e di uticger
3) conoscenza dela eccentricita e passaggio per uo;pun
4) conoscenza della misura di un semiasse e dell’&ociean

Osservazione: Per determinare I'equazione della conica aldame costruire un sistema di due
equazioni nelle due incognite a e b.

Eccentricita dell'ellisse

Y § Si definisce eccentricita dell’ellisse il
' [ ] [ ] .~ rapporto

e=—.

a
Essendob=& - &, cioé é=& -

Si avra
2 _ 2 2
:\/a—b:\/:]_—b_2

a a
e quindi Be<l

: o
In particolare, see =—= 0, ne consegue che
a

c =0 e quindi F = F = O (fuochi coincidenti

2 2
. . X .
con il centro); inoltre %= I e I'equazione— +§ =1 diventa X2 +y?2=a?
a

Questa equazione rappresenta una circonferenzaggior a; quindi la circonferenza si puo
considerare come un caso particolare di una ellissefuochi coincidono col centro; oppure si puo
dire che la circonferenza e una ellisse di ecagtire = Q

Lo studio della geometria analitica 51
A cura di Gentile Valter Ed..2006



ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA

L'ellisse

Il piano cartesiano

b . . . .. o
Inoltre, essend@=,|1-—, si ricava che, quanto piu il rappor?o si avvicina a zero, cioé quanto
a a

pil a e grande rispetto a b, tanto piu I'eccertisi avvicina a 1. Pertanto I'eccentricita e puo
assumersi come la misura dello schiacciamentoelledbe sull’asse maggiore.

In generale si verifica che al crescere di e $sdlisi schiaccia sempre piu.

Il casoe = 1corrisponde alla eccentricita della parabolaadace > 1 corrisponde all@centricita
dell'iperbole

Ellisse coi fuochi sull'asse y

Se P(x,y) € un generico punto appartenente all'ellisse,
indicata con 2b (b > 0) la somma costante dell@dee di
P dai due fuochi F, F' risulta:

.]”:l .

PF' + PF=2b

2

Si ottiene I' equazione del tipo —2 é =1
a

con a < bche rappresenta ancora un'ellisse avente per asse
di simmetria gli assi cartesiani; i fuochi si trowaora
sull'asse delle y e sono i punti

F(0,c) F'(0,—c)

1-

In questo caso *c b*—d ede= % el

Ellisse traslata

Un’ ellisse si definisce traslata se i suoi assiosparalleli agli assi cartesiani.
Determiniamo I'equazione di una ellisse cosi
¥y Ay posizionata, come in figura a lato, con le
seguenti caratteristiche:

1) O’(a,p) centro dell’ellisse;

2) F(a+cp)edF@—cp)ifuochi,

3) P(x,y) generico punto dell’ellisse.

Per definizione sappiamo che:

PF + PF'= 2a

0 % da cui:
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Jx—a-c)? +(y-B) +{(x-a+0)’ +(y-B)> =2a

Procediamo trasportando a secondo membro il pradcale ed elevando al quadrato ambo i
membri

Wx-a+0)? +(y- ) =(a-\(x-a-0)* +(y- §)*)’
(x—a+0)? +(y-B)>=4a> —4a(x—a -0)* +(y- B)> +(x—a —-c)> +(y - )’
(x—a+¢)? - (x-a -c)? -4a’ = -4a/(x—a - c)? +(y - B)?

(x—a)? +¢? + 20(x - @) - [(x - @)? + ¢? - 20(x - )] - 4a? = ~day/(x—a - )2 + (y - B)°
(x—a)® +c® +2c(x-a)-(x-a)® -c® +2c(x—-a) — 4a° =—4a\/(x—cr—c)2 +(y-p)°
+2c(x - @) + 2¢(x - @) - 4a% = ~da (x—a — ) +(y - )’
+4c(x - a) - 4a% =—4ay/(x - a - c)? + (y - B)?

Elevando ancora al quadrato i due membiri, e serogtiio:

- -] =|afox-a -0+ (y- 57
c’(x-a)? +a* -2ca’(x-a) =a2[(x—a'—c)2 + (y—,8)2]
c’(x-a)® +a* -2ca’(x-a)= azl(x—a)2 +c? —-2c(x-a) + (y—,8)2]
c’(x-a)? +a* -2ca’(x-a)=a’(x—a)* +a’c® -2ca’*(x-a)+a’*(y-pB)?
e semplificando, si ottiene:
c’(x-a)*+a*=a’*(x—a)* +a’c* +a’*(y-p)?
c’(x—-a)* -a’*(x-a)*-a*(y-p)*=-a* +a’c?
(x-a)*(c® -a’)-a’(y-p)* =a*(c’ -a?)
ponendo t— & = — ¥ si ottiene:
—b*(x-a)® -a*(y- B)* =-a’h’
b*(x-a)* +a’(y - B)* =a’b? *)
da cui con ultimi passaggi
b?(x* - 2xa +a?) +a*(y? - 2yB + 5?) =a’b®
b?x? - 2xb’a + b’a? + a’y? - 2a’ypB + a’B* = a’b”
ordinando
b?x® + a’y® — 2ab*x - 2a’py +b*a? + a’p* —a’b* =0
ed & una equazione algebrica di 2° grado, confficieati di x> e ¥ concordi e mancante del
termine rettangolare in xy.

X=X+
La (*) con la traslazione di equazioni:
Y=y$
X% Y?
si trasforma in — e =1 equazione in forma normale della stessa eltisseiferimento
a

O’XY.

Viceversa, consideriamo un’equazione algebricé djrado del tipo:
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mé+nyf+px+qy+r=0 (*¥)
mancante del termine rettangolare xy e con m ezhoardi e positivi ( se non lo sono bastera

cambiare di segno ad entrambi i membri della (**)).
2 2

Con l'artificio di sommare ad ambo i membri delt&) ( numeri 4p_ e j— al fine di individuare al
m 4n

primo membro dei quadrati di binomi:
2 2 2 2

@ _p,a
4m  4n
2 2
P a
4m  4n
P, a
4m 4n
che rappresenta un’ellisse traslata se la quansgcondo membro risulta:
2 2
P La
4m  4n

allora sotto questa ipotesi dal confronto della
bZ(X_ a,)Z + aZ(y_ﬁ)Z - a2b2

2 2

Mm@+ Ny’ + px + qy + Py

4m R

p’° q’°

Mm@+ px + — + ny+qy + —
4m 4n

—

—-Tr

P \2 a2
m(x+ —) + n(y+ —)° = —r
( 2m) (y 2n)

—-r>0

P 2 Qvo_ P q
con la ) +ny+ )= —+ 1 _y
¥ 2m) \ 2n) 4m 4n
ricaviamo le coordinate del centtd(a,) dell’ellisse (**), cioe:
p q
a=—; f=——.
2m o 2n
X=X —_p
2m
Questi valori, sostituiti nella< che permettono di trasformare la (**) a fornrmamale.
q
=Y ——
Y 2n
Costruzioni dell'ellisse
Vi _ || . 1)Segnati sul piano i due fuochi F', F si

prenda un filo di lunghezza 2a e si fissino le

estremita di questo, in F' ed F (come in

figura). Si faccia poi scorrere la punta della

matita in modo che essa si appoggi

costantemente al filo e che questo sia teso. Si
verra in tal modo a tracciare sul piano una

curva i cui punti hanno dai fuochi distanze la

cui somma é uguale alla lunghezza del filo,

cioé si viene a tracciare un'ellisse.

2)Poiche la conica e simmetrica rispetto agli
assi coordinati, basta studiare l'andamento
u | della curva nel primo quadrante, dove le

coordinate di un punto sono entrambe
positive. Per ottenere la massima esattezza nefjulisdella curva, dopo aver visto I'andamento, si
potranno calcolare le coordinate di alcuni susitputilizzando l'equazione canonica.
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L’iperbole: definizione analitica

L'iperbole e wuna  conica
definita come il luogo dei punti
del piano per i quali e costante
la differenza delle distanze da
due punti fissi dettiuochi.

Sia 2a (a > 0) in valore assoluto

la misura della differenza delle

distanze di un puntB(x,y) della

curva dai due fuochi di

coordinate~(c,0), F'(—c,0)e sia
2c=FF

la distanza di questi due punti.

Si assume come retta dei fuochi
'asse delle x e l'origine degli
assi coincidente con il punto
medio del segmento FF'. Applicando la definiziame punto P(x,y) appartiene alla conica se e solo
se le sue coordinate soddisfano la condizione:

IPF'— PF|=2a ;

E' evidente (ricordando che in un triangolo un ERtnaggiore della differenza degli altri due) che si
deve supporrec > 2a cioec > aproprio perché nel triangolo F'PF il lato F'F eggiare della
differenza degli altri due ne consegue che leedifiza c= a2 é positiva ed e lecito porre:

CZ_ a2 - b2,

applicando la formula della distanza tra due pwamaliticamente risulta

i+ o +y7 =f(x=cf +y?| =2a
cioé Jx+02+y? - J(x-02 +y? =+2a
ossia (x+c)? +y? =+2a+4/(x—c)* +y?

elevando al quadrato ambo i membri abbiamo

X2+ 2ex + C+ YV = Ag+ X0 — 2cx + é+ V¥ + day(x—¢)? + y?

quindi riducendo i termini simili e dividendo per 4

+aq(x-c)®+y?= &—cx
ed ancora, per eliminare il radicale quadreremenendo
E(*—2cx +é+y)=a'—2&cx + X &
moltiplicando e mettendo a fattor comune avremo
(EC-&) -y = &(*-&)

per quanto posto si ottiene I'equazione del luogongetrico

b2x2_ a2y2 = a2b2’
da cui dividendo tutti i termini per a2b?, si ottee
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X2 yz
P

La (1) e lequazionedella iperbole riferita al centro e agli assi aeeinfuochi sull’asse xin forma

canonica o normale

Iperbole con i fuochi sull'asse y

traswerso

vi 'ZZP%Z

V(a,0)

Analogamente se i due fuochi sono posti

sullasse y, la conica €& rappresentata
X2 y2
dall'equazione e _F =-1
avendo posto |[PF-PF|=2be
=2

| vertici hanno coordinate

V(0,a), V'(0, —a)
i fuochi

F(0,c) F'(0, —c)

1) Simmetria rispetto assi
coordinati.

Poiché scambiando x in —x e y in
-y l'equazione resta inalterata,
I'iperbole € una curva simmetrica
rispetto a ciascuno degli assi e
rispetto all'origine

L' asse delle x si chiamasse

4 53] 12 | 112 |3

l'iperbole in due punti di ascissa--e + a.
| due punti V(a, 0)
trasverso.

Lo studio della geometria analitica
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trasversoe l'asse delle gsse non
trasverso L'origine O si dice
centro dell'iperbole

2) Intersezioni con gli assi
Ponendo a sistema l'equazione
della curva con I'asse delle x, cioé
y=0,sitrova x= ta.

L'asse trasverso interseca quindi

V'(-a , 0) si dicomertici dell'iperbole; a e la lunghezza del semiasse
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L'asse delle ordinate non interseca l'iperbolgtingenell'equazione canoniaell'iperbole si pone
2

x =0 si trova —# =1 che non ha soluzioni reali.

Da quanto scritto deduciamo che l'iperbole, siaicochi sull’asse x che quella con i fuochi
sull'asse y hanno sempre come asse traverso fasske.

3) L'iperbole & una curva illimitata.

L’iperbole & una curva tutta esterna alla strisitigiano limitata dalle rette x =—-a , x = a.

Infatti dalla equazione canonica dell'iperbole crochi sull’asse x si ricava
2

2 2 2
y =2 (x*-a%)
Poiche il primo membro e sempre positivo o nullde eve risultare anche il secondo; deve quindi
essere x2—a20, cioé x= a2 da cui: Xa , oppure: xa.

4) Determinazione dei fuochi note le misure deiigssi.
Dalla relazione c2 — a2 = b2, si ottieree= +va® +b? che é la formula cercata.

Asintoti all'iperbole

. - b b A L
Le rette di equazioni y=+—Xx y=—-—X si chiamanasintoti.
a a

Pey) |

Tali rette non intersecano mai
l'iperbole, ma ad essa si
avvicinano indefinitamente a
mano mano che ci si allontana
dall'origine. Geometricamente
ci0 significa che quando un
punto generico P della curva, si
allontana indefinitamente lungo
la curva, la distanza di P
dall'asintoto diviene sempre piu

yi

jasintoto

piccola ( tende a zero).

Si osserva inoltre che l'iperbole
giace tutta nell'angolo formato
dagli asintoti, che contiene
l'asse x.

Nel caso di iperbole avente i

fuochi sull'asse y di equazione
2 2

X y _
2 ¢

asintoto

S . b
gli asintoti hanno ancora espressione= +—x =-=X
a a

Ebbene analizziamo quanto espresso sinteticamelnpeitka di vista analitico.
2 2

L : X : .
Consideriamo dapprima I’equazmnez——% =1 e sia y = mx la retta generica passante per O.
a

Cerchiamo le intersezioni tra tale retta e I'ipéebo

Risolvendo il sistema:
X2 _ y2
a? b’
y = mx
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ab mab

si ottengono le soluzioni:x=t——= e y=t——
Vb* —a’m? vb* —a’*m?

Si possono presentare i tre casi seguenti:

. b
1°) ’bd&m’>0 cioé —L<m<
In tal caso i valori che si ottengono dal sistemraosreali, cioé la retta y = mx interseca l'ipedboi

due punti reali e distinti.

11°) ’-dm’=0 cioé m=

o4o

Le rette aventi tali coefficienti angolariy = +Ex y= —Ex si dicono asintoti dell’iperbole.
a a

Come gia affermato precedentemente, tali retteqmuspensarsi come tangenti all'iperbole in punti
a distanza infinitamente grande dall’origine.

= b b
111°) -d&m?’<0 cioé m < i m>-
In tal caso il sistema non ha soluzioni reali, d@éetta non interseca la retta.

Si deduce che:
a) i punti della curva sono contenuti nell’angolo fatm dai due asintoti e contenente I'asse x
(asse focale).

b) Gli asintoti, avendo coefficienti angolarla-_h sono le diagonali del rettangolo avente per

latilerettex=x*a,y=%b.

In modo del tutto analogo se l'iperbole ha i fuostll’asse y avremo il sistema:

X2 2 2 X2
S-L=a y—‘—z=1
a b b a
y = mx y = mx

. ab
che ha per solu2|onx:iﬁ e y:iﬁ
va‘m® -b am” -

S b b
Gli asintoti sono ancora le rette= +—Xx y=—-—X
a a

: . b b
e la retta interseca l'iperbole per mg ;m >E
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Eccentricita dell'iperbole
C
Il rapporto e=—

a
dicesieccentricita dell'iperbole,

nel caso in cuia > b cioe per l'iperbole
2 2

X_ y_=1

a’ b?

*  altrimenti tale
- c
rapporto diviene e= b

nel caso in cuia < b cioe per l'iperbole
2 2

X Yy _
P
Essendo 2H - &, cioé 2eb+ &
. Vb? + a2 b? Ja? +b? a’
si ricava: e=———=,/1+— >1 2)e=———=,[1+ 5 >1
a a a b

L'eccentricita dell'iperbole ha un significato gesirico del tutto analogo a quello detitentricita
dell'ellissg e questo rapporto € sempre maggiore di uno.

Se l'iperbole é equilatera l'eccentricita vake/2

Iperbole equilatera

Se a = b, ovvero se le lunghezze dei
semiassi trasverso e non trasverso sono
uguali, allora Bquazione canonica
dell'iperbole assume la forma

'iperhnle
equilatera

X2_ y2 - a2
che e l'equazione ddatierbole
equilatera riferita ai propri assi (cioe
gli assi di simmetria della curva sono gli
assi coordinati ).

Le equazioni degli asintoti in questo
caso sono

Gli asintoti della curva coincidono con le
bisettrici dei quadranti

| fuochi hanno coordinat€ (a,/ 2,0) F'(—a\/E,O) i vertici V(a,0) V'(-a,0).
In generale una iperbole comunque situata ris@gtioassi coordinati si dicequilatera quando i
suoi asintoti sono perpendicolari.
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Iperbole equilatera riferita ai propri asintoti

Nel caso in cui gli assi cartesiani siano gli
asintoti (x = 0 , y = 0) della curva,
'equazione della iperbole assume una
forma particolare e notevole:

xy=k
k=0

1) Xy = k
con k costante positiva 0 negativa.

~

Sek > 0 la curva e
1.2 3 4 =% quadrante;

situata nel 1° e 3°

se k < 0 la curva e situata nel 2° e 4°
guadrante.

lul [ | E' facile osservare che la curva € simmetrica
rispetto all'origine.
Osservando che l'iperbole studiata non ha

: . . k
nessun punto di ascissa nulla, potremo scrivef®)laome y=—
X

che é nota come legge della proporzionalita inversa

Intersezioni dell’iperbole con una retta

Per trovare l'intersezione dell’iperbole con ueta, basta far sistema fra I'equazione dell’iplerbo
e quella della retta. Analogamente a quanto vistd'ellisse, si hanno tre casi, secondo il valore
del discriminante dell'equazione risolvente, e mamente:

1) Se éA> 0, si hanno due intersezioni distinte edtia &€ secante.

2) Se éA =0, si hanno due intersezioni coincidenti netesso punto; leetta e tangente.

3) Se eA< 0, non si hanno soluzioni reali, quindiridta € esterna.

Tangenti ad una iperbole
Per determinare le equazioni delle tangenti coeditdtun punto generico P(x,y) ad una iperbole, si
- - - - procede come pekellisse

In _particolare se il punto P'(X,y)
appartiene alla curva, l'equazione della
tangente in P all'iperbole e:

o XXy
() a2 F_
Se il punto P'(X\y) appartiene

alliperbole di equazione xy = k, allora
'equazione della tangente in P’

alliperbole @ Xy *+ Xy “; XY _ ok

La formula(*) e detta dsdoppiamentq

e ottenibile analogamente a quella vista
per I'ellisse, ma visti i molteplici aspetti
che le equazioni delle iperboli possono

assumere elenchiamo una tabella riassuntiva :
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Formula di sdoppiamento Equaz. dell'iperbole a cug riferita
& —M = X_2 —y_2 =1
a® b? a’ b?
2 2

% _ﬂzo =-1 X_ _y_ =-1
a b a2 b2
XXo— VYo = & X—y=d

XXo — YYo = — & X—y=—4d

Xyo — Xy —2k = 0 xy =k

La funzione omografica (iperbole equilatera traslaa)

. . ax+b
_ _ _ Sia data la funzioney =
Yl v cx+d
_ | | ] Si tratta di una funzione algebrica
4 razionale fratta di secondo grado definita
| | d .
3 per x#-— funzione detta anche
C
omografica.
e - Ricorrendo allatraslazione di assdi
\ 0] 1 X equazioni
| | | d
5] -4 18] el ffof Ta[ T2f T3] [a] [«] X=X-—
K C
! | | ) a
> IR Y=Y
= i la funzione omografica si trasforma in
e i bc-ad :
XY = 5 ossia XY=k che
o
rappresenta I'equazione di una iperbole equilattndta ai propri asintoti i quali coincidono cat
. . . . _ . . d a
assi del sistema traslato e rispetto al sistengan@nio sono le rette di equazione= —— =—.
C C

Quanto espresso in modo sintetico necessita danalisi piu approfondita per mostrare un
approccio piu consono dal punto di vista matematico

: . ax+b . L .
Ebbene studiamo I'equazione= dove i coefficienti a, b, c e d sono costanti geage, con

cx+d
¢ e d non contemporaneamente nulli; dimostriamo &lseconda dei valori assunti dai coefficienti ,
essa rappresenta o una retta o una iperbole exailedn assi di simmetria paralleli agli assi
cartesiani.
Si possono verificare i seguenti casi:

a b
1) Siac=0e e 0 per cui 'equazione data diventa y :a X+ q

. . a
che rappresenta una retta di coefficiente angotarea.

b b
d‘: ad — cb =0 da cuirisulta ad =cb cioe %:Ez k e quindi
a=kc e b=kd; sostituendo questi valtingerno dell’equazione data abbiamo:

_ax+b kex+kd  cx+d

Yo ox+d  ox+d < cx+d

2)Siact0 e

=k con Xx# —E
c
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Il piano cartesiano

La conclusione €& ovvia I'equazione e ancora urta rgt= k parallela all'asse x, non definita nel

: . d
punto di ascissa ¥ "

3)Siact0 e q =ad — cb~ 0, ebbene in questo caso operiamo una trasladicssi che
porti O in O’, e dalle formule gia scritte abbiamo:
x=X _d
o
y= Y + E
C
I , . . ax+b
sostituiamo questi valori nell’equazione data attedo: y = ot d ;
d
a a(X-—)+b
Y +—= —g
© ox- D+
ad ad ad
aX-—+b aX-—+b aX-—+b
Y +—= c = c = C
cd -
¢ x-%.q cX-d+d cX
o
L a ad
quindi cX(Y+E):aX—T+b
a ad
cXY+cX—=aX-—+Db
C C
ad
cXY+aX=aX—T+b
ad b ad +bc
XY = -——+t—-=- > =k
c° cC C
Il che dimostra che I'equazione data rappresentpearbole equilatera traslata avente come centro
o . d a o
di simmetria O'—;—) e per asintotix = _d y= a :
cCcC C C

Condizioni generali per determinare I’equazione diuna iperbole.

Per determinare I'equazione di una iperbole riderdi suoi assi di simmetria, cioe del tipo
2 2 2 2

X—z—y—zzl 0 X—z—y—zz—l, sono necessarie due condizioni, comparendo ie ds® soli

a“ b a“ b

coefficienti a e b.

Indichiamo allora alcuni dei casi che possono pressi :

1) Passaggio per due punti ( non simmetrici rispegtoassi agli assi o rispetto all’origine)

2) Conoscenza delle coordinate di un fuoco e dell’2oune di un asintoto

3) Conoscenza delle coordinate di un vertice e diuacd.

Per determinare I'equazione di una iperbole ecridgtsia del tipo%— Yy = 0 X —y¥ = — &

oppure Xy = k e sufficiente una sola condizionee ¢ton sia la conoscenza degli asintoti e

dell’'eccentricita, costante per ogni iperbole eapeita, ma che pud essere data, per esempio, dal

passaggio per un dato punto o dalla tangenza acetiaa
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Le Coniche

Il piano cartesiano

Introduzione alle Coniche

vi |

Precisamente:

Lo studio della geometria analitica
A cura di Gentile Valter Ed..2006

Siano a ed r due rette dello spazio intersecamtesi
un punto V, formanti un angolo B minore di 90°.
Si chiama superficie conica indefinita la supefici
generata in una rotazione completa, della retta r
attorno alla retta a. Le due porzioni della supefi
conica si chiamano falde.

La retta a € dettaasse la retta r si chiama
generatrice, e l'angolo B apertura della
superficie conica

Le intersezioni ottenute tagliando una superficie
conica con un piano si dicono coniche.

Se il piano secante e perpendicolare all'asse
della superficie conica, la sezione €& una
circonferenza;
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Le Coniche
Il piano cartesiano
':-,-' i R | se il piano forma con l'asse un angolo
| maggiore dell'angolo di apertura e diverso da
E T . 90°lasezione e una ellisse;
b=
FIE 3 %]
u_
¥k | | | | 1 | se il piano secante e parallelo alla generatrice

la sezione si chiama parabola;
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Le Coniche
Il piano cartesiano
i ' ' se il piano secante € parallelo all'asse a lasez una
Y iperbole.

*¥

Le coniche come riconoscerle
Ogni conica € un opportuno luogo geometrico ragrago da una equazione algebrica del tipo:

ax2+by2+cxy+dx+ey+f=0
Il nostro studio generale si limitera a conside@anee rappresentate da equazioni del tipo
axz2+hby2+2cx+2dy+e=0
con a e b non contemporaneamente nulli, equaziamcenti cioe, rispetto al caso generale, del
termine rettangolare xy.
In alcuni casi particolari, che ora esaminiamegjliazione scritta rappresenta le curve gia viste.

1°caso a=b
'equazione ax? + by?2 + 2cx + 2dy + e =0
rappresenta unarconferenza.

2°caso a=0;k0;c#0
'equazione ax2+ by2+ 2cx +2dy+e =0 dien
by2+2cx +2dy+e =0
cioe
gobo d e
2c y o Y
equazione che rappresenta pasabola con asse di simmetria parallelo all’asse x.

3°caso b=0;&0;d#£0
'equazione ax2+ by2+ 2cx +2dy+e =0 dien
ax2+2cx+2dy+e=0
cioé
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Il piano cartesiano
y=-2ye Sy €
2d d 2d

equazione che rappresenta pasabola con asse di simmetria parallelo all’asse y.

4°caso g 0;b#0
Dimostriamo che in questo caso che I'equazione
axz2+hby2+2cx+2dy+e=0
rappresenta uerllissio uniperbole con assi di simmetria paralleli agli assi coordina
Infatti la ax2 + by2 + 2cx + 2dy + e = 0 si puoigere nella forma :

a(x2 +£xj+b(y2 +ﬁyj+ezo
a b

ossia aggiungendo e togliendo opportune quantita
2c c? 2d d*) c¢* d?
X +=x+— |+bh Yy’ +—y+— |-—-—+e=0
a( a azj (y b’ b2 ] a b
da cui si ottiene

c)’ d)’
SRR
a b

2 2
dovek=+c—+d——e
a b

Considerata la traslazione di assi che porta O'(H-E;—%j, come si vede dalla figura e avremo:
a

- \I-l'
X=x+2
+ a
¥
Y=y+%
0" X
E 'equazione data diviene :
o X axX®+bY? =k

vi sono allora due possibilita.

1~ ab > Q cioéa e b concordiln tal caso

- per k =0, 'equazione diviene
axX®+bY*=0
soddisfatta solo dalle coordinate dell’origine;
- per k# 0, e solo nel caso in cui k abbia lo stesso sélgae b, si ha una curva reale di equazione

X? Y?
_t— =
k k
a b
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Il piano cartesiano

che rappresenta quindi un’ellissi di semia\%g e \/E
a

2" ab < Qcioeéa e b discordiln tal caso

- per k =0, 'equazione diviene
axX®+by*=0
si riduce a una coppia di rette passanti per O’;
- per k# 0, la equazione &% bY? = k si pud scrivere nella forma

X% y?
Kk
a b

e osservando che k/a e —k/b hanno lo stesso spgiechg a e b sono discordi, si puo concludere

che I'equazione data rappresenta un’iperbole dim’i‘\/E e K
a

Luogo geometrico

ol

In geometria euclideai definisce luogo geometrico l'insieme di tuttsai i punti che godono di
una data proprieta.
In geometria analiticper luogo geometrico si intende l'insieme di tatgoli punti del piano le cui
coordinate verificano una equazione del tipo:

F(x,y) =0

detta equazione del luogo.
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Esercizi propedeutici.

Problemi fondamentali

Esercizi Retta
Problema 1.

Scrivere I'equazione di una retta passante per unato punto P = (% , y1).
Premettiamo che il problema ammette infinite saloziUna generica retta € del tipo

y=mx+n (1)
Dovendo passare peri(xy1), deve essere 13 mx; +n
da cui N=§—Mmx
Sostituendo nella (1), si ha y=mx+y—mx
e anche RAmD /NS m
X=X
oppure y—Y-m(X—Xx).

In questa equazione comparearametro variabile mg'accordo col fatto cheer un punto
passano infinite rettesi dice piu propriamente che l'equazione
Y=Y _ m
X=X
e I'equazione di un fascio di rette aventi peresgst il punto (x, yi).
Esempio:Scrivere I'equazione del fascio di rette pasgaettil punto (2, — 3).

Si ha: y+3=m
X—2

ovvero yaym(X — x).

Problema 2.

Scrivere I'equazione della retta passante peri putn P = (X1 ,Y1),e Q = (X2, Y2).
Premesso che se fosse=xx; | due punti avrebbero ascisse uguali per cuitta e li congiunge
sarebbe parallela all'asse delle avrebbe per equazione x Fskpu0 supporre # X .

Una generica retta del fascio di sostegre YN - m (1)
X=X
. Yo ™Y1 _
Dovendo passare p€), si ha —~=—=—==m (2)
Xy =X
Y=Y _Yo" Y

3)

Dalla (1) e (2) si ricava
X=X X, =X

che é I'equazione richiesta.

La relazione (2) prova che

Il coefficiente angolare della retta non parallelaall’asse delle y e passante per due punti &

uguale al rapporto fra la differenza delle ordinatee la differenza delle ascisse dei punti

stessi.

Esempio:Scrivere I'equazione della retta passante perii f8n—4) e (2, 1)-

. . + + . +
Applicandola (3), risulta y+r4_1+4 ossia y*t4._ -5
x-3 2-3 Xx—3
che é I'equazione richiesta.
Essa si pud anche scrivere y +4 x+35
e cioe
5x+y-11=0 (equazione canonica)
ovvero y=-5x+11 (equazione esplicita)
X Yy . .
oppure —+== equazione segmentaria).
pp 1111 (eq g )
5
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Esercizi propedeutici.

Problemi fondamentali

Problema 3.

Scrivere I'equazione della parallela alla retta y @=mx + n passante per il punto P = (X, y1).

Una retta per il punto P & YN - k
X=X
Dovendo essere parallela alla retta data, deveesksem; quindi I'equazione della parallela
richiesta é RAND S m
X=X
ed anche y—y1 =m(X—X)

Nota pratica
Datalarettaax +by+c =0 laparallela achgss P = (X, y) € :
Y=Y =m(x —x%)

essendo m E% abbiamo ¥y = —% (X —x)

cioe a(x—x)tbly—y)=0

Problema 4.

Scrivere I'equazione della parallela alla retta 3x y + 4 = 0 passante per il puntoP(1;2).
y-2_

Una generica retta per il punto dato é: 1
X —

m

essendo il coefficiente angolare della retta datagpm =—%: e 3 la retta richiesta e

N

y;=3 ossia y—-2=3x-3
x-1

ed anche 3x—-y =D
Altra procedura

Una generica parallela alla retta data ha equazioBg —y + k=0

dovendo passare per P = (1;2), deve essere (ssstjger imporre il passaggio):
3-2+k=0 dacui k=-1

sostituendo riotteniamo la retta cercata -3« 1=0

Problema 5.

Scrivere I'equazione della perpendicolare alla redt y = mx + n passante peril punto P =
(X1, Y1).

Una retta del fascio di sostegno e del tipo Y% - k
X=X

guest’ultima affinché sia perpendicolare alla retita deve essere k=— quindi :
m

Yoy, __1
X=X  m

(y—y1) = - (X = X1)
m
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Esercizi propedeutici.

Problemi fondamentali

Nota pratica
Se le rette sono date nella forma

ax+by+c=0 e ax+byg=0
la condizione ’=—1diviene —3=9 quindi
m b a
ritroviamo y=y.__ 1
X=X m
- 1
cioé Y1) =-— (X—%)
m
da cui «y) = b (X =x)
a
e quindi b(x—-x))—a(y—-y1) = 0
Problema 6.

In un sistema ortonormale scrivere I'equazione dedl perpendicolare alla retta 3x + 5y + 2 =0
passante peril punto P = (1 ; 2).
Sfruttando l'ultima relazione scritta avremo cheé&xpendicolare richiesta avra per equazione,

essendoa:Seb:SConm’—i:_—1:§:
m _3 3
5
5x—1)-3(y—-2)=0
ossia 5x—-3y+1=0
ottenibile anche da y-2_5
x-1 3

Problema 7.
Trovare la misura della distanza di P = (1; —3) dd retta 3x + 4y — 2 = 0.

ax +by, +c

Semplice applicazione della distanza punto retia cd
(a+b?)

3-1+4(-3) -2/ _11

d=
| Jo+16 | 5

Esercizi Circonferenza

Trovare, se esistono, le intersezioni di una cife@nza con una retta data.

Problema 8.

Trovare le intersezioni della circonferenza &+ y*— 4x + 6y —3=0con laretta x +y—3=0.

X+y?—4x + 6y —3=0
Rigehdo, essendb > O, si ottiene

{X]_:Z X6
yi=1 N -3

La circonferenza e la retta s’intersecano in P(8,0)(6, —3) e la retta & secante.

XxX+y-3=0
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Esercizi propedeutici.

Problemi fondamentali

Problema 9.

Trovare le intersezioni della circonferenza X+ y>=9 con larettax +y = 6.
Si deve risolvere il sistema

X+y =9 X=6-y

X+y =6 Fv 12y +27=0
+ / [a—
da cui y= &2654 essend < 0, le radici non sono reali, quindi la rettaséeena

alla circonferenza.

Problema 10.

Trovare le intersezioni della circonferenza %+ y*=5 con laretta 2x +y—5 = 0.
Si deve risolvere il sistema

%+ y’=5
essenda\ =0
2x+y-5=0
avremo X=X%=2 e y=Yy,=1 quindilaretta e tangente alla circonfeeen
Problema 11.

Trovare I'equazione della circonferenza di centro G= (1,2) passante per P = (3,4).

Siha r=CP=4(3-12+(4-2)° =22 quindi I'equazione richiesta é:
(x—1F+(y—2y=8

Problema 12.

Scrivere I'equazione della circonferenza passanteep A = (1,0) B =(4,0) e C =(0,3).

1) metodo

Si trovano le equazioni dei due assi dei segmeBteMBC; la loro intersezione fornisce il
centro, e nel determinare poi il raggio, che éistathza dal centro da uno dei punti dati e il
problema é ricondotto al precedente.

2) metodo
Una generica circonferenza ha per equazione x2+y2+mx+ny+p=0

Dovendo passare per i punti dati, le coordinataldpunti debbono soddisfare questa
eguazione, per cui si ottengono le relazioni :

1+ m+p=0
16+4m+p=0
9+3n+p=0
Queste relazioni costituiscono un sistema di Idgrdi tre equazioni in tre incognite che, risolto,
13
da m=-5 n=—; p=
3

L’equazione della circonferenza richiesta € quindi X2+y2—-5 )&%)’y +4=0

Lo studio della geometria analitica 71
A cura di Gentile Valter Ed..2006



ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA

Esercizi propedeutici.

Problemi fondamentali

Problema 13.

Trovare I'intersezione della circonferenza di cento C = (3,4) e raggio lungo 2, con la retta
passante per P = (1,4) di coefficiente angolare - 1

Basta risolvere il sistema
(x=Sy (y-47=4
Si ottengono i punti d’intersezione P{¥4)(3,2)
y—-4=-1(x-1)

Problema 14.
Trovare le intersezioni delle circonferenze

XX+ —4x-2y—-20=0 (1)
CHY—8x+2y—28 =0 (2)

(Lo studente faccia la figura).

Basta far sistema fra le due equazioni date. Belvare tale sistemi dalla (1) sottraiamo la (2)
ottenendo 12x—-4y+8=0 ecioe x-y+2=0 (3

Questa e I'equazione dell'asadicaledelle due circonferenze.

(Ricorda chd'asseradicale € la retta che gode della proprieta che i segmeéntangenti condotti

alle due circonferenze da un punto qualsiasi dogesn contenente i centri delle due circonferenze
stesse, sono uguali, ed & perpendicolare alla aorggnte i due centri stessi, non esiste se le due
circonferenze sono concentriche).

Fatto sistema fra la (3) e una qualsiasi delle 2qua(1) o (2), per opportunita con la (1), si
ottengono le intersezioni richieste:

{x2+y2+4x—2y—2020

3X-y+2=0.
cioe
Xx1=1 ==2
y1=5 Yv=—4

cioé i punti d’'intersezione sono (1,5) e (-2, -4@ttamente verificabile dalla rappresentazione
grafica.

Problema 15.
E’ data la circonferenza di centro C = (1-2)e di misura del raggio 3; trovare I'equazione
della tangente ad essa in un suo punto di ascissa 3

L’equazione della circonferenza & —KP+ (y+2F=9
Per trovare i punti di essa che hanno per ascidsasBera porre nell'equazione data3; con facili
calcoli si ottengono i punti

P=(3—-2#5 e Q=(3;-245).

Troviamo ora la tangente alla circonferenza per P
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Esercizi propedeutici.

Problemi fondamentali

Una generica retta perta per equazione
y + 25 = m(x— 3) (1)
Affinché essa risulti tangente alla circonfererdmye essere perpendicolarB@.

Il coefficiente angolare d*C e (essendan = Y% conC=(1,-2))

X=X
_-2+2-5 5 5
1-3 -2 2
quindi quello della tangente, sua perpendicolare, én'= 1 = _2
m 5
La tangente per P & quindi -5 = - (x=23).

5
OsservazioneQuesto problema puo risolversi in vari altri mamtime ad esempio imponendo che
la retta (1) sia a distanza 3 dal centro C(1, —-2).

|ax1+byl+c| +3m+2—\/§|_3

\\/W\ Jmie1 |
(om-v5)* = oy +1)

5n? + 4mV5 + 4 =0
_2/5£420-20 _ _2/5 _-2
5 5 5

Problema 16.

Trovare le equazioni delle tangenti alla circonferaza X — y*+ 6x—2y — 15 = 0 condotte per il
punto P = (3 ;6).

La circonferenza data ha il centro in C = (—3;eldaggio lungo

:%\/az +b?-4c :%\/36+4+60:5

Il problema si puo risolvere in due modi, ed ecome :

1) Si scrive una generica retta per P = (3; ®aés

y—-6=m(x-3) 1)
Si fa sistema fra questa retta e I'equazione deltanferenza, imponendo la condizione che |l
discriminante dell'equazione risolvente di secogigmo sia nullo. Si ottengono allora due valori di
m, che, sostituiti nella (1), danno le due tangesctiigste.

2) Scritta la (1) in forma canonica, si imponedeadizione che la sua distanzaGlaia 5. Si ottiene
|ax1 +by, +c| |—3m 1+6- 3m|

allora = =
@ | Jmier |
da cui 11 A~ 60m=0 che risolta,da m0 em= 60
Sostituendo questi valori nella (1), si hanno regtnti richieste e cioé
y=6,
60
e -6=— (X-3).
y 11 (x-3)
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Problemi fondamentali

Esercizi propedeutici.

Problema 17.

Scrivere I'equazione della circonferenza di centr&€ = (— 5, — 4) tangente alla retta

2x+y+6=0.

Il raggio non e altro che la distanza di C dallzardata; € quindi
|ax1 +by, +¢| _|-10- 4+6| 8

da cui I'equazione

Esercizi Parabola

‘w/(a +b?) ‘_| Ja+1 |

(X + 5)%+ (y+ 4)° = 64/5

NG

Sintetizziamo in un quadro sinottico le formuleatele ai due tipi di parabole:

Asse // all'asse delle x

Tipo di Asse /[ asse delle 'y
parabola y = ax?+bx +c X = ay?+by+c
Fuoco _(_£ 1—Aj E= (1 A bj
2a’ 4da 4a  2a
Vertice
V :(—E,—Aj V :(—A’_Ej
2a 4da 4a 2a
Asse b b
X=--— y=——
2a 2a
direttrice y:(_i_ﬁj _1+A
2a 4a T T4a

Tang. al vertice

AL

e

Concavitaa>0

La curva volge la concavita nella
direzione positiva dell’asse y

La curva volge la concavita nella
direzione positiva dell’asse x

Concavitaa<0

La curva volge la concavita nella

direzione negativa dell’asse y

La curva volge la concavita nella
direzione negativa dell’asse x

N.B.:

Se ea > 0, come gia si e visto, la parabola volge la coitaaxerso la direzione positiva dell'asse

delley, o, come si suoi dire, ha un MINIMO;
se éa < 0 la parabola volge la concavita verso la direzioegativa dello stesso asse, 0, come si

suoi dire, ha un MASSIMO.

Risoluzione grafica dell’equazione di 2° grado
L'equazione di 2° grado

ax2+ bx + =0

1)

e evidentemente equivalente al sistema

y=axXx+bx+c (2)

y=0;

3)

Lo studio della geometria analitica
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Esercizi propedeutici.

Problemi fondamentali

quindi, per risolvere la (1), basta trovare lelisézioni della parabola (2) con l'assg/ = 0).
Esempio: La risoluzione grafica dell'equazione :

X°—5x+4=0
e data dalla figura della pagina precedente.
Da essa risultano le radici 17Xl e %=4.

Equazioni di particolari parabole
Nella risoluzione dei problemi, giova tener gmete le equazioni di alcune parabole, soddisfacenti
a particolari condizioni.

Problema 18.
Parabola avente I'asse parallelo all'asse delle gassante per due punti (m, 0) ed (n, 0),
dell'asse delle x.

Ha l'equazione del tipo
y=Kk(X—-m) (X —n)
Invero, pery =0, si hax; = medx, =n.

Problema 19.
Parabola avente I'asse parallelo all’asse delle gassante per il punto (m, 0) dell'asse delle x.

Ha l'equazione della forma
y = Kk(x —a)(x —m). (2)
Invero, pery 0, si hax=m.

Problema 20.
Parabola avente I'asse parallelo all’'asse delle tangente all’asse delle x in un generico punto.

E della forma
y = (kx + af (3)

. a
Invero, pery=0ex=x = _E'

Problema 21.
Parabola avente I'asse parallelo all’asse delle tangente all'asse delle x nel punto (m, 0).

E un caso particolare del precedente ; solo éafatbe il punto di tangenza.
Ha I'equazione del tipo
y = k(x — m¥. (4)

Invero, pery =0, éx = Xz = m.

Problema 22
Scrivere I'equazione della parabola, avente I'asggarallelo all'asse delle y, passante per (2; 0),
4;0 e (1;1).

E della forma y =k(x = 2)(x — 4).
Dovendo passare per (1; 1), deve essere 1=k(-2)(1-4),
da cui si trae k=1/3

La parabola ha quindi per equazione
y=1/3 (x = 2) (x — 4).
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Problema 23

Scrivere I'equazione della parabola avente I'assegpallelo all’asse delle y, tangente all’asse
delle x in (a, 0) e passante per (0; 2 a).

E della forma y=k (x—8)
Dovendo passare per (0,2a), risulta =Xa’,

da cui k=2/a

E quindi y = 2/a(x — &.
Problema 24

Scrivere I'equazione della parabola avente I'assegpallelo all'asse delle y, passante per i punti

_1+43 (2+\/§
2 ' 4

)2
} e tangente all'asse delle x.

(O;l/4)e[

E della forma y = (hx + c¥.

Dovendo passare per (0; 1/4) deve esser(-,zll— =, dacuic=t

2 2 2
Dovendo passare p%& 1+£/§’ ,(2+;/§) } , deve eSSere(2+f) = (— 1+43 h+ %} da cui

N

2
2+2\/§:—1+2\/§hi% che da 1Hh-V3 ed h=—1.
Si hanno pertanto due parabole che soddisfanelil@ma proposto, e cioe
1 1
y=@Rx—=) ed y=(=x$)?
2 2
. 1 1
ossila. y:%-)l(\/f:’.x+Z y:)(7'_)(+Z

Esercizi Ellisse

Problema 25
- Studiare lacurva  4X + y* = 8.

2 2
o S X
Essa e un'ellisse e si puo scrivere F) +% =1

Le lunghezze dei suoi semiassisono  a=V2, b=2V2
L'asse maggiore € l'asse deljesu esso si trovano i fuochi di coordinate
F,=(0,Y6) e FE=(0,—6);

invero éc=+/b?-a% =/8-2=6

| vertici hanno per coordinate
Ai=(=V2,0), A=(N2, 0),
B:=(0,—2v2), B, =(0, 2v2).
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Esercizi Vari

Problema 26
Dato il triangolo di vertici A(X 1; Y1), B(X2 ; ¥2), C(X3 ; ¥3), dimostrare che le coordinate del

. . . X, + X, + X +y,+ . . .
baricentro sono rispettivamente2—2—"=2 ¢ i7Y> Y ; dimostrare cioé che le coordinate

del baricentro ( punto d’incontro delle tre mediane) di un triangolo sono la media aritmetica
delle omologhe coordinate dei tre vertici.

Allo scopo si consideri la figura, nella quale ppeesentato il triangolo ABC.

Ml(XZ ;X3 : Ye ; y3j ed Mb (Xl ;Xs ; Ya ; st sono i punti medi rispettivamente dei lati BC e C;

AM 1 e BM, sono due mediane; G ¢ il baricentro.

4 A, G’, M7, sono le proiezioni

y ortogonali di A, G, M, sull’asse x. Per la
proprieta del baricentro di un triangolo e
AG = 2GM;, e quindi anche

M A'G =2G My.

B Ne consegue che :
Xe=Xe' = X1 + 2041 — Xz') =
X + 2% — 2%
& quindi
(1) xg' = X1 + 2%u1 — 2%

= cioe
. Xe + 2% = X1+ 2%u1

+
By = ot 2 (Tj da cui

@+@+&j

YitY,tY;
3

e analogamente e :( 3

XG = X’ :(

La (1) si poteva impostare anche tenendo conta gedlprieta del baricentro cioe

XG=Xg = X1 + 3 (Xm1 — %) quindi sostituendo e con facili calcoli algebscriottiene la formula

gia scritta.

Altri punti notevoli dei triangoli sono:
- ortocentro: punto d’incontro delle tre altezze.
- incentro: punto d’incontro delle tre bisettrici ( centrd derchio inscritto)
- circocentro : punto d’incontro dei suoi tre assi.

Problema 27
Determinare I'equazione dell'asse di un segmento.
I° modo
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L’'asse di un segmento di estremi A(¥1), B(x2 ; ¥2), € la retta perpendicolare al segmento e

. . +X + . : .
passante per il suo punto medm@(ﬁz—z;%} per avere la sua equazione si potra quindi

scrivere I'equazione della retta r passante perdvia@efficiente angolare antireciproco di quello
della retta AB ( retta perpendicolare m = 1/m’).

[1° modo

L’equazione dell’asse di un segmento puo pero \eowata anche per un’altra via, e precisamente,
ricordando ché&asse ¢ il luogo dei punti del piano equidistantilagli estremi del segmento

Percio la condizione necessaria e sufficiente @fiftnun punto P(x;y) sia sull'asse del segmento di

estremi A e B & che si@A =|PB.

ya
Calcolando le misurPA e |PB con la formula della

M distanza tra due punti e uguagliandole avremo:
BOov PA= (=% ) +(y-w)

PBl=(x-x,) +(y-vy,)
- V=) +(y=y,)* =y(x=%,) +(y-vy,)
@ / X

A.EM Y1)

da cui

(=% +{y=w) =(x=%) +(y-v.)
che e appunto I'equazione dell’asse del segmento di
estremi A(X; Y1), B(Xz2 ; ¥2).

IP(XY)

Figura La retta PM e I'as-
se del segmento AB.

Problema 28
Determinare I'equazione delle bisettrici degli anglb individuati da due rette incidenti.

Date due rette incidenti r ed s di equazioni
rispettivamente
ax+by+c=0 e ax+by+c =0,
y A r si vogliono trovare le equazioni delle due
H i rette bisettrici dei quattro angoli da esse
: individuati. Ricordiamo che laisettrice di
il S TR Y I un angolo ¢ il luogo dei punti
oty equidistanti dai lati dell'angolo stesso
e potremo allora dire che condizione

5 5 necessaria e sufficiente affinché un punto
: ° o P(xyy) sia su una bisettrice degli angoli
0 5 individuati da due rette r ed s € che sia
|PH| =|PK| essenddPH| e |PK| le
Figura | punti delle bisettrici degli angoli distanze di P dalle due rette.
formati dalle due rette r ed s sono equidistanti )
dalle due rette stesse. Calcoliamo|PH| e |PK| con la formula

della distanza di un punto da una retta :
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|PH| _ ax+by+c
y(a*+b?)
|PK| _ a'x+b'y+c

lax+by+d _|a'x+b'y+c]

}(aZ +b2) B (an2+b|2)

guest'ultima uguaglianza equivale alle due equazion

dovra allora essere

ax+by+c a'x+b'y+c' ax+by+c _ax+b'y+c

W (@2+b?) W (@2+b?)

che sono appunto le equazioni delle due bisettagli angoli individuati dalle rette incidenti r ed

Problema 29

Sui fasci di circoli
E’ I'insieme delle infinite coniche che passano gee punti detti punti base del fascio

A e B punti base del fascio

A

| punti base possono essere reali e distinti otiisecanti

Se A e B coincidono i fasci sono tangenti,

se i punti sono immaginari si parlera di conichieree.

Date le circonferenze:
1) x> +y+ax+by+c=0
2) X+ +ax+by+c =0
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Per determinare le circonferenze del fascio uselamombinazione lineare :
h(X+y+ax+by+c)+k(k+y+ax+by+c)=0

X%+ Yy +ax +by + ¢ + k/h (%+ Y+ ax +b'y + ¢’) =0 con i 0 e posto k/h = t abbiamo
X>+y+ax+by+c +t(X+y+ax+by+c)=0

se t = 0 otterro la (1) prendendo la (2), per @tera (2) dovremo avere per t un valore infinito.
Sviluppiamo ottenendo :
(L+t)+(1+t)y+(@+at)x+(b+bt)y+c+ct=0

I (a+at) , (b+bt) | (c+c't)=0
(1+1) (L+1) +1)
eguazione canonica del fascio con t4Q cioe tt—1
se t = -1 la circonferenza degenera in una retta.

Il suo centro é pari a

_( a+at, b+bt). 1 |(a+at)}  (b+bt)* 4c+ct)
_(_2(1+tt)’_2(1+tt)J il ragglor_l\/ (1+t)t2 + (1+t)t2 _41+tt

Problema 30
Risoluzione grafica delle equazioni di 3° grado.

Data la
axX+bX+cX+d=0 lo scopo €& quello di dliare il termine di 2° grado

per farlo si porra opportunamente X = x — b/3terndo

3 2
a(x—ﬂj +b(x—£] +c(x—£]+d =0
3a 3a 3a

2 3 2
NI VLI VL S M S (R LI A PSP
3a  9a® 27a° 3a 9a’ 3a

2 3 2 3
ax® — x’b + x b2 _b - +x2b—2Xb + b2 +cx—E+d=O
3a° 27a 3a 9a 3a

27a°x> + 9axb’ — b*® —18axb® + 3b® + 27a’cx—3abc+ 27a’d =0
27a°x® + x(9ab® —18ab® + 27a°c) + 2b* - 3abc+ 27a°d =0

2 + 27a’c — 9ab’ 2b® —3abc+27a%d | _
X* + X + =0

27a° 27a°

2 c b? 2b® —3abc+27a%d | _

x3+x = - + -0
a 27a’° 27a°

quindi in generale sara della forma

X>+px+q=0

bastera quindi risolvere questa equazione pergirélilema sia risolto; bastera porre y*= x
facendo sistema,
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X +px+q=0
cioé y+px+@=
y=x

Le ascisse dei punti d’intersezione del graficdadel= X (parabola cubica), facilmente costruibile
per punti, con la retta y + px + g = 0 danno ldaiadkella X + px + q = 0.

Problema 31

Risoluzione grafica delle equazioni di 4° grado.

Data la

axX*+bX+cxX?+dX+e=0 lo scopo & quello direhare il termine di 3° grado

per farlo si porra opportunamente X = x — b/4a .

Analogamente all’'esercizio precedente dopo vartiagebrici si ottiene:
X"+ pé+agx+r=0 (¥

Posto y =  I'equazione diventa

y’+py+qgx+r=0 aggiungendo e togliendstiEssa quantit&x

X+ +py+gx+r—%=0 cioé
X2+ +py+ox+r—y=0
x>+ +y(p—-1)+qgx+r=0 equazione che & risdleimediante il sistema

X+ +y(P-1)+gx+r=0(%
y=x

Le radici della (*) sono quindi le ascisse dei patintersezione della parabola di secondo grado
con la circonferenza (**).

Si osserva inoltre che oltre ai metodi generaleaoati, le equazioni di 3° e 4° grado si possono
risolvere graficamente anche con altre posizioggsute dalla pratica:

ad esempio

ax+bX+cX+d=0 (1)

postoy=% (2) & equivalente al sistema
y=¥% y=x
cio
_cx+d
ax+b

axy + byr cX +d y= 3)

le radici della (1) sono date dalle ascisse detimamuni alla parabola (2) e alla iperbole eqeitat

3).
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